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我 们 伟大 的 祖国 ,为 了 尽早 实现 四 个 现代 化 的 宏伟 大 业 ， 
辟 要 造就 大 批 又 红 又 专 的 、 具 有 高 度 文 化 修养 和 现代 科学 知 
识 的 工业 大 军 、 农 业 大 军 、 科 技 大 军 、 文 化 大 军 和 国防 大 军 。 这 
#-ЯНЕеКЛКИНИЯЯЯЕНЫЯ, ЛА 8933, 
基础 在 教育 。 然而 ， 目 前 我 国 每 年 只 可 能 吸收 很 小 一 部 分 中 
学 毕业 生 进 入 高 等 院 校 深造 ， 大 批 已 经 走 上 或 将 要 走 上 各 种 
工作 岗位 的 千 千 万 万 青年 人 ， 都 迪 切 要 求学 习 现代 科学 基础 
知识 ， 以 适应 新 时 期 的 需要 。 所 以 ， 在 办 好 高 等 院 校 的 同时 ， 
还 应 尽量 为 那些 不 能 升 入 大 学 或 无 法 离职 进入 大 学 的 青年 提 
供 良 好 的 业余 学 习 条 件 。 为 此 ， EER PRAN MH АШ 
版 < 大 学 基础 数学 自学 从 书 >、4 大 学 基础 物理 自学 从 书 > 和 < 大 
学 基础 化 学 自学 从 书 2。 

《大 学 基础 数学 自学 从 殷 ? 中 我 们 负责 主编 , 由 北京 大 学 、 
北京 师范 大 学 和 复旦 大 学 数学 系 有 关 教 师 执笔 编号。 包括 < 一 
ЛЕВКА TERRA ЗО «ЛЕЙКА. «А 
数 ?、< 空 间 解析 几何 >、《 高 等 代数 >、《 复 变 函 数论 基础 >、《 常 微 
分 方程 基础 > 概率 论 与 妆 理 统计 基础 >、< 微 分 几何 基础 >、 
《< 有限 数 学 引 论 > 等 共 十 一 种 ,可 供 上 其 有 相当 于 高 中 文化 程度 、 
有 志 于 自学 大 学 数学 课程 的 广大 读者 使 用 。 

本 < 从 书 > 是 一 套 大 学 基础 课 的 自学 读物 ， 与 中 学 程度 的 
《数理 化 自学 丛书 > 相 衔接 。 为 了 使 自学 读者 在 没有 教师 讲课 
的 条 件 下 读 懂 、 学 好 ,其 内 容 选取 和 编排 不 同 于 一 般 的 大 学 课 
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本 。 文 季 手 述 用 讲课 的 形式 书写 ; 和 概 念 引 入 尽量 从 具体 的 、 通 
俗 的 地 方 入 手 ,逐步 深入 ; 内 容 安排 抓 住 重点 讲 深 讲 透 。 为 
了 对 读者 解 题 有 所 启发 , 巩 回 所 学 的 基础 知识 等 ,文中 举 有 软 
多 的 例题 ; 几 估 计 谈 者 容易 发 生 困难 的 地 方 ,尽量 给 予 必要 的 
分 析 。 习 题 、 例 题 均 谈 章 分 节 安 排 ， 书 后 附 有 习题 答案 或 提 
示 。 每 贡 之 首都 有 编者 的 话 , 指 导读 者 自学 全 书 。 总 之 ， 想 尽 
可 能 减少 自学 中 的 国难 。 

自学 ,时 间 总 比 在 校 学 习 紧 得 多 。 要 自学 有 成 就 ,没什么 
CRI ЖЖ, MRA НЯ, ЗИЛ, ВЕ”, 

学 习 必 须 从 自己 揭 实 际 水 平 出 发 ， 学 每 本 书 丰 有 一 定 的 
基础 。 选读 顺序 可 根据 编者 的 话 的 指导 进行 。 有 志 者 ， 事 况 
成 。 送 望 广大 读者 循序 渐进 、 持 之 以 恒 、 名 再不 售 地 学 习 。 尾 
大 家 努力 学 好 。 

< 丛书 > 编审 过 程 中 得 到 了 北京 大 学 数学 系 、 北 京师 范 大 
学 数学 系 和 北京 师范 学 院 数 学 系 领导 的 大 力 支 持 ， 许 多 间 志 
参加 了 提 岗 、 样 稿 的 讨论 , 并 提供 了 宝贵 的 意见 ; 编撰 者 和 审 
稿 人 为 < 丛书 ?付出 了 辛勤 的 劳动 ,得 此 一 并 致谢 。 

由 予 丛 书 > 编 写 和 出 版 的 时 间 仓 促 ,难免 有 缺点 和 错误 ， 
希望 读者 不 吝 赐教 1 

тя ЖЕЕ 


ФКК АРМОН Атга 
1980 年 1 月 


m 者 的话 


本 书 是 拒 率 论 和 数理 统计 的 一 本 入 门 书 ， 内 容 包括 拒 率 
论 和 数理 统计 的 基本 概念 、 结 论 和 方法 ,为 读者 进一步 学 习 这 
方面 的 知识 和 进行 实际 应 用 提供 一 个 必 轰 的 基础 、 读 者 只 竖 
只 有 数学 分 析 和 线性 代数 知识 就 可 以 阅读 本 书 . 

模 率 论 的 研究 对 象 是 哆 机 现象 的 数量 规律 ， 这 和 描述 决 
定性 现象 的 数学 相 比 自然 有 它 的 特点 ， 为 了 使 初次 接 秀 这 一 
数学 方法 的 读者 易于 领会 它 的 基本 概念 ， 本 书 注意 了 说 明 各 
概念 的 现实 背景 和 实际 仗义、 我 们 在 不 使 用 更 多 的 数学 工具 
的 条 件 下 ,努力 使 叙述 和 论证 保持 一 定 的 严谨 性 和 一 般 性 ,对 
不 加 证 明 的 结论 指出 了 必要 的 参考 读物 ， 为 了 便于 自学 , 在 
叙述 上 我 们 希望 做 到 简明 易 慌 . 但 由 于 作者 水 平 所 限 ， 本 书 
离 这 些 目 标 可 能 还 有 不 小 差 醋 , 书 中 也 会 有 许多 不 妥 和 错误 ， 
及 请 读者 提出 批评 和 意见 , 以便 重 印 时 修改 ， 

本 书 在 编写 过 程 中 ， 得 到 有 关 兄 弟 院 校 的 热情 关怀 和 文 
持 ,得 到 教研 室 其 它 同 志 的 支持 和 帮助 , 杨 文 礼 同志 阅读 了 全 
书 ,提出 了 许多 宝贵 的 意见 ,说 此 一 并 表示 衷心 谢意 ， 

编 者 
于 北京 师范 大 学 数学 系 
1981 年 13 月 
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概率 论 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 研究 随机 现象 中 有 关 事 件 
的 规律 性 . 

在 一 定 的 条 件 下 必然 发 生 某 一 事件 的 现象 叫 决 定性 现 
$. 例如 纯 水 在 一 个 大 气压 力 下 加 热 到 100°C 必然 沸腾 ;质量 
为 台 的 物体 受到 外 力 了 的 作用 必然 产生 加 速度 с, 等 等 . 

在 一 定 的 条 件 下 可 能 出 现 这 样 的 结果 ， 也 可 能 出 现 那样 
的 结果 , 而 且 不 能 预先 断言 出 现 吾 种 结果 的 现象 叫 随机 现象 ， 
例如 往 桌 面 上 投 一 枚 硬币 ,可 能 正面 向 上 ,也 可 能 反面 向 上 ， 
而 且 在 投掷 前 不 能 预先 断言 一 定 娃 一面 向上;， 从 含有 一 定 个 
数 次 品 的 一 批 产 品 中 任意 取出 8 件 ， 取 到 次 品 的 件数 可 能 是 
0,1,28; 一 门 炮 对 一 目标 射击 , МЕЖЕ, НИНУ 
能 落 在 目标 附近 的 各 个 位 置 . 

随机 现象 中 的 事件 在 条 件 实现 时 可 能 发 生 也 可 能 不 发 
生 ， 称 在 一 定 条 件 下 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 事件 为 这 个 条 
件 下 的 随机 事件 ， 例 如 “ 止 面 向 上 ”是 “ 往 桌 面 上 投 一 枚 硬币 ” 
这 个 条 件 下 的 随机 事件 ; “废品 数 不 超 过 2” 是 “从 含有 一 定 件 
数 次 品 的 一 批 产 品 中 任意 抽取 3 件 " 这 个 条 件 下 的 随机 事件 . 
称 在 一 定 条 件 下 必然 发 生 的 事件 为 这 个 条 件 下 的 必然 事件 . 
称 在 一 定 条 件 下 必然 不 发 生 的 事件 为 这 个 条 件 下 的 未 可 能 事 
件 . “水 沸腾 ”是 条 件 一 一 “ 纯 水 , 一 个 大 气压 , 100C? 下 的 
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必然 事件 ,而 “水 结 冰 " 是 上 述 条 件 下 的 不 可 能 事件 ， 为 了 方 
便 , 把 必然 事件 , 木 可 能 事件 看 作 特殊 的 随机 事件 . 

观 府 一 定 条 件 下 发 生 的 现象 通常 叫做 试验 ; 条件 实现 一 
次 就 是 一 次 试验 ， 一 个 试验 如 果 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 进 
行 ,而 且 每 次 试验 的 结果 可 以 不 同 , ARRE, 那么 我 们 称 它 
Ник. WHE, 随机 试验 观察 的 对 象 实际 上 就 是 一 个 
随机 现象 ， 今 后 , 我们 把 一 定 条 件 下 的 随机 现象 也 称 为 相隔 
随机 试验 中 的 瑟 机 现象 ， 而 把 一 定 条 件 下 的 随机 事件 称 为 相 
应 随机 试验 中 的 随机 事件 。 例如 “正面 向 上 ”是 “ 投 一 枚 硬 
币 ” 条 件 下 的 随机 事件 , 也 可 以 说 成 是 " 投 一 朴 硬 币 这 一 随机 
试验 中 的 事件 ， 又 如 “废品 数 不 超 过 2” 可 以 说 成 是 “从 会 有 
一 定 件数 废品 的 一 批 产 品 中 性 意 抽取 3 件 " 这 一 随机 试验 中 
的 随机 事件 . 
为 了 简单 起 见 ,今后 我 们 也 常常 将 随机 事件 简称 为 事件 ， 
随机 事件 在 一 次 试验 中 〈 即 条 件 一 次 实现 之 下 )， 可 能 发 
全 也 可 能 不 发 生 , 带 有 不 确定 性 , 但 在 多 次 重复 试验 中 , HE 
现 出 明显 的 规律 性 . 

历史 上 进行 过 ' 投 一 次 硬币 ”的 试验 来 观察 * 正 醒 癌 上 "这 
一 事件 发 生 的 规律 , 表 1-1 是 试验 结果 的 记录 . 

# 11 


= (Buffon) 4040 
ЕДНИ. Pearson) 12000 
ЗЛА (К. Pearsor) 24000 
叉 如 ,观察 “由 0, 1,2, …，9 中 任意 取出 一 个 数字 的 随 

机 试验 中 , 事件 “取出 的 是 数学 二 发 生 的 规律 . 表 工 2 列 出 了 
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加 个 2000 次 的 观察 结果 . 


2000 


194 203 218 | 185 | 212 


0.0970 | 0.1015 | 9.1090 


0.6925 | 0.1060 


WEKE | 2000 ， guo | 2w | 
“РН 


я ж 


їз боюн 


0.0915 | oazo | 0.1020 


9.1028 | 


注 上 类 是 利用 电子 计算 机 进行 模拟 试验 所 得 的 车 果 。 
在 观察 某 一 随机 事件 4 时 ， 设 进行 了 ?次 试验 ， 其 中 事 
ЖА ЕТ ma K, W| Ta PEREA ЖЕНЯ. 


从 上 面 的 试验 记录 中 可 以 看 到 , 在 多 次 重复 试验 中 ,同一 
事 人 外 发生 的 频率 虽然 并 不 完全 相 癌 ， 己 却 在 一 个 略 定 的 数 信 
附近 把 动 , 而 呈现 出 一 定 的 稳定 性 (前 一 例 摊 动 于 + 附近 , 后 
— piz 0.10 附近 ) ,而 且 随 着 试验 重复 次 数 的 增加 , 这 种 
现象 愈加 显著。 频率 的 这 种 稳定 性 , 揭示 出 一 个 随机 事件 发 
生 的 可 能 性 有 一 定 的 大 小 可 富 ; 频率 稳定 于 较 大 数 信 , RAH 
应 事件 发 生 的 可 能 性 较 大 , 频率 稳定 于 较 小 数值 , 表明 相应 的 
事件 发 生 的 可 能 性 较 小 ， 而 频率 所 接近 的 这 个 固定 数值 就 是 
类 应 事件 发 生 可 能 性 大 小 的 一 个 客观 的 定 基 的 度 基 ， 称 为 看 
点 事 件 的 概率 . 

随机 现象 广泛 地 存在 于 自然 界 和 人 类 社会 中 ， 随 着 生产 
的 发 展 ,科学 研究 的 深入 ,许多 学 科 和 部 门 不 所 提出 了 研究 随 
机 纲 象 的 课题 ， 和 概率 论 的 方法 已 广泛 地 渗透 到 物理 、 化 学 、 生 
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物 、 地 学 等 学 科 的 研究 中 和 工业 、 农 业 、 国 防 等 各 个 部 门 的 工 
EP. 今天， 概率 论 已 成 为 有 广泛 应 用 的 ， 有 深刻 理论 基础 
的 , 鞍 过 发 展 的 一 个 数学 学 科 了 。 


第 一 节 样本 空间 与 事件 域 
1л 样本 空间 


在 引言 中 已 经 说 明 ， 概 率 论 的 研究 对 象 是 一 定 条 件 下 的 

随机 现象 或 随机 斌 给， 今后 对 随机 试验 理解 为 : 
‚ 它 可 以 在 相同 的 条 件 下 重复 进行 ; 

2. 每 次 试验 中 可 以 出 现 不 局 的 结果 ,而 究竟 出 现 哪 一 个 
结果 , 试验 前 不 能 预先 断言 ; 

3. 试验 中 一 切 可 能 的 结果 是 事先 已 知 的 , 并 且 假定 在 一 
次 试验 中 必 有 其 中 一 个 结果 出 现 ( 因 为 它们 是 一 切 可 能 的 结 
果 ) 且 仅 有 其 中 一 个 结果 出 现 (这 表示 它们 之 中 的 任何 两 个 都 
ЖЕННЯ Е). 

“随机 试验 中 每 一 个 可 能 的 结果 称 为 一 个 样本 点 (或 基本 
事件 )， 全 体 样本 点 的 集合 ” 称 为 样本 宝 间 。、 

在 概率 论 中 讨论 一 个 随机 试验 时 ， 首 先 要 求 明确 它 的 样 
本 空间 ， 对 于 一 个 具体 的 随机 试验 来 说 ,样本 空间 可 以 根据 
试验 的 内 容 《 即 试 验 条 件 实现 一 次 的 含义 和 观察 的 目的 ) 来 决 
定 . 

[01] 抽 一 枚 硬币 观察 正 反面 出 现 情况 ， 一 次 试验 就 
是 投 一 枚 而 币 ,试验 的 结果 有 两 个 , 正 (正面 向 上 ), 反 (反面 向 


沿用 到 集合 的 概念 和 运算 , ЭКЕ д ЖАРА 
ИЕ SARREN 


E) АТВ. 正 、 反 , 这 个 随机 试验 的 样本 空间 为 
={ 正 . 反 }, 
[#2] 将 一 枚 硬币 投 两 次 ， 观 察 正 反 面 出 现 情况 ， 在 
这 个 随机 试验 中 , 投 两 次 硬币 是 一 次 试验 (注意 . 不 是 两 次 斌 
验 ! ) ,试验 结果 有 4 个 GE, E), GE, 反 )，( 反 , 正 )，( 反 , 反 ). 
这 里 的 记号 , СЕ, 反 )， 表 示 “ 第 一 次 出 现 正 面 , 第 二 次 出 现 
БИГ, 其 余 类 此 、 样 本 空间 
Q-{(E, E), GE, R), (B, ©), ( 反 ,有 反 )}. 
【 例 3] MEERA GRE а, ww) 和 三 件 正品 ( 记 作 
б, ba, by) 的 五 件 产品 中 , 任意 取出 两 件 ， 具 体 拿 出 古 件 就 是 
一 次 试验 ， 例 如 拿 出 的 两 件 是 o 和 5。, 这 就 是 一 个 样本 点 ， 
ИЕ, 5s}， 所 有 样本 点 共 0 个 ,样本 空间 
Q= ((z:, aah, (a, Ы}, Ха, бә}, ба, ба}, (а, В, 
fas, by), (as, Ы}, {br bab, dba, Ы), Cba, Dh. 
【 例 4] Jarro атин Bl L IL I 三 个 
жт (每 盒 可 以 容纳 任意 多 个 球 ), 这 个 随机 试验 的 样本 点 共 
有 27 个 , 分 别 记 作 о, оъ, …。 or, 图 示 如 下 (a, b, 分别 表 
mir НЕА, LIL III 三 个 盒 从 左 向 右 排列 ) : 


w jebe! 1 w| bele | | o| вої je 


w; ‘ub в | omnib ac, 


ола 


UAS) 记录 某 电 话 交 换 合 一 分 钟 内 接 到 的 呼叫 次 数 ， 
样本 点 (记录 结果 ) 蚌 一 非 负 整数 ( 接 到 前 呼叫 数 ), 由 于 难于 
规定 一 个 呼叫 数 的 上 界 ， 所 以 认为 每 一 个 非 负 整数 都 是 一 个 
可 能 结果 , 故 样本 空间 Q= (0, 1, 2,…}. 

[716] 向 某 一 月 标 射击 一 发 炮弹 ,观察 落 点 与 目标 的 
偏差 ， 样 本 点 可 以 是 任何 一 个 非 负 实数 (偏差 值 ), 所 以 拌 本 
空间 全 -~ (01020), 

[ 例 习 ”向 茶 一 日 标 射击 一 发 炮弹 , 观察 落 点 的 分 布 情 
况 ， 每 次 试验 结果 就 是 “炮弹 落 在 某 一 平面 区 域 @ 的 某 - -点 
G, D 上 《假设 平面 已 经 建立 坐标 系 )， 这 个 结果 可 以 简单 地 
就 用 点 (z, KER, 于 是 样本 点 就 是 G 的 各 个 点 , RERE 
F Q= G. 

从 上 面 的 例 中 我 们 看 到 为 了 给 出 样本 空间 ， 必 须 确切 理 
解 试验 条 件 的 内 容 和 观察 的 昌 的 , 比较 例 1 和 例 2, 例 6 和 例 
7, 可 以 使 我 们 更 看 清 这 个 问题 . 


12 事件 


随机 试验 中 的 事件 , 通常 用 诺言 来 表述 , 引入 了 样本 空间 
之 后 , 事件 便 可 以 定义 为 样本 空 他 的 千 集 ， 先 结合 本 节 例 8 
来 理解 考虑 事件 4o:“ 没 有 抽 到 次 品 *， 在 一 次 试验 中 ，4o 
RE, 当 且 仅 当 在 这 次 试验 中 出 现 样本 点 {bu b, bi bo), 
Ta bj 中 的 一 个 ， 这 样 我 们 可 以 认为 Ao 是 由 (b, bay, be 
b), dbo, Б) 组 成 的 ,而 将 Ao 定义 为 它们 组 成 的 集合 ， 

A= ЦЬ, 5), (b, Do}, {bs, Ы. 

又 如 事件 А.Н”, A, А B ча, biy, 
(a b), бы}. (as, bab, ба ba), as, Ыр 中 的 一 个 发 生 ， 
于 是 我 们 可 以 认为 А 是 它们 组 成 的 而 定义 为 它们 组 成 的 集 


中 


41-а, 61}, far, ба}, аз, 83}, (a, 3}, 
Хаз, бз}, Хоз, 6:3}. 
Е A 发 生 当 且 仅 当 样本 
点 (a, а} ЖШ. 将 Aa 定义 为 feat а) 组 成 的 单元 素 集 : 
A= (a), аз}. 
一 般 ， 我 们 将 事件 定义 为 样本 空间 旭 的 某 个 子 集 、 称 事 
НАХ АРХНЖЕХЕ. 
HAJLA. 
在 例 2 中 ， 事 件 如 “两 次 出 现 的 面 不 同 ”， 
А- 109,16), GE, 5}. 
事件 “第 一 次 出 现 反 面 ”， 
B={(5, 1E), ( 反 , 反 )}. 
在 例 6 中 ， 事 件 А “偏差 不 超过 100 米 ”， 
A= {dl0<a<100}. 
在 例 7 中， 事件 4“ 炮弹 落 在 自 标 C0, OWEN, 
A=, у) | (z, YEG, 2<0}. 
事件 В “炮弹 洲 在 距 目 标 不 超过 100 
米 的 范围 ” 
B=(G, у) z + <100}. 
样本 空间 Q 作为 一 个 事件 ,因为 
在 每 次 试验 中 必 有 吕 中 的 样本 点 出 
я, HAO 在 一 次 试验 中 必然 发 生 ， 
H 8 是 必然 事件 . 图 11 
空 集 多 作为 一 个 事件 , 它 在 每 一 次 试验 中 都 不 会 发 生 , 
所 以 8 是 不 可 能 事件 。 


1.3 事件 的 关系 与 运算 


现在 ， 对 应 闭 集 合 的 关系 和 运算 ， 定 义 事件 的 关系 及 运 
я. 

在 以 下 的 人 氢 述 中 ， 设 马 是 一 给 定 的 样本 空间 ， 所 出 现 的 

全 的 于 集 都 是 事件 ,并 用 А, R, О, к, 

І. EACB, 则 称 事件 了 包含 事件 A. 

事件 了 包含 事件 4 的 含义 是 : 在 一 次 试验 中 , Ж 4 发生 
则 如 必 发 生 ， 这 是 因为 , 4 发生, 一定 有 一 个 样本 点 名 出 现 ， 
e€ A, НТ A=B, Nk o € B, FABRE. 

例如 , 在 例 4 中 ， 

A= бо, оз, n, о} ЧЕ ТВ”, 

B- {w ољ, е, ов}, ERTE ПІ ВЯ”, 
ШИ АСВ, Аза X жЕ. ARP RE ган” 
发 生 , 则 事件 “ 红 球 不 在 IT 盒 中 ” 必 发 生 . 

2. # A= B, 则 称 事 件 4 与 事件 B in f, 

4= 召 表示 它们 是 同一 个 事件 . 

3. BH AUB KARHE 4 与 事件 了 之 和 . 

在 一 次 试验 中 ，4LB 发 生 ， 当 且 仪 当 出 现 某 一 样本 点 
®ЄАШВ( o € A RoE B), B 5 4 АЖЕ В ES, 
由 此 可 见 ， HERKEN AUBRE “А а В” 这 一 事件 ， 通 
常 也 把 这 个 事件 表述 为 “4 发 生 或 召 发 生 ” 也 表述 为 “4, B 
至 少 有 一 个 发 生 ”. 

例如 ,在 例 4 中 

A= {on oa т, он}, EREL EH’ 


ЧАИ В ЛЕ БИЕ А, BARRE, 
= в – 


B= fois, ws, бе, о}, “ERE ПІ RE”, 

АЦВ- (oy, +", оз, а, `", ©ш}, 

“ 红 球 在 了 盒 中 或 红 球 在 TIT +”. 

4, B ANB RARI AHR Ва (А, В 的 交 也 
W AB), 

ANE REKEN A EH BA. АПВАЖ“А 
且 PP 这 一 事件 ,也 常常 表述 为 “4 REH ВЯ “А, В 
同时 发 生 ” 等 等 . 

例如 ,在 例 二 中 

A= 0, е, оп}, ЧЕВЛИ ЖФ", 

B= o, б", оп}, ЕТЕ ГЕ”. 

АПВ (oo, wis},“ 红 球 不 在 Ш RERE I RH” 

(“RE H gh”. 

5. 事件 A-B 称 为 事件 А 与 事件 吾 之 差 . 

R А-ВЖЕ ЩН A EB B TRE ИШИ 
表述 时 , A-B ДЕ “А 但 非 В” 这 一 事件 ， 通 常 也 表述 为 
“A 发 生 且 加 不 发 生 ”， 

例如 ,在 例 4 中 

A= (0, 15, о}, ТЕ 
B= 人 fo оз, os Фи, а, Oie, ә, Wao, бш}, 
“RREI ЖР”. 
А-В los, Os, б, о), “RE 1 ЖН H B pR 
PEIRE”. 
6. A-2- ARARE 和 4 的 对 立 事 件 . 
A REM BS 4 不 发 生 。， 用 语言 表述 时 有 就 是 “ 非 


— 9 一 


.42 这 一 事件 ,通常 也 表述 为 “4 RRE”, 

例如 , 在 例 5 中 

4= {8100}, “Зараре а 100 К”, 
А = (k 100), тр А 100 >. 

由 集合 的 运算 性 质 , CA) = A, Ша А ЯЯ, А 
也 是 е А 

由 集合 的 性 质 还 知 , АОЛ 0, АПА=0, 这 说 明 ， 在 
任何 一 次 试验 中 相互 对 立 的 事件 和 4 与 所 , 必 有 一 个 且 仅 有 一 
DRE. 

7. 如果 AD B= 0, MERFI 4, BERAE., 

下 不 相 容 的 事件 就 是 不 能 在 同一 次 试验 中 发 生 的 事件 . 
通常 也 把 互 不 相 容 的 事件 表述 为 不 能 同时 发 生 的 事件 ， 

例如 ,在 例 5 中 

A= 基 |t>100," 续 到 的 呼叫 超过 100 次 六 
于 一 优 |50<bs100}，“ 接 到 的 呼叫 在 50 到 100 KZA”. 

АПВ=9, ЖА, В ЕЛ. 

相互 对 立 的 事件 一 定 是 下 不 相 容 的 ， 但 反 过 来 一 般 并 不 
RE. HEHA, ВНЖ, B B= А, 

事件 和 、 交 的 概念 可 以 推广 到 有 限 个 或 无 限 多 个 事件 , 设 
AC9QG=1, 2, …) 是 给 定 的 事件 

ЖА 为 事件 A, …， 4, ЯН, ЗЕР А, ==, 
А, 至 少 有 一 个 发 生 六 

ЖА, ЭЛЕН А, с, A, … 的 和 ,通常 表述 为 “和 
+, А„ г. ЖНА, 

事 御 的 和 也 常常 用 符号 Aite tAn Ater Aat 


= ла 一 


UR а, у) 4 来 表示 ， 


# Гл, RER А, 


АНН. 


ЖГ 4, DIE А, 


ЗЕ 38 t 98 БЕЯ ЖЕРЕ, НЕ А-А, 


АА, BALA, Ha RER. 


т, An 的 交 , BERRA “A, =, 


тэ An К, 通常 表述 为 4， 


上 上面 我 们 利用 集合 论 的 概念 引入 了 概率 论 的 一 些 基本 概 
念 ,为 了 便于 对 照 列 成 下 表 ， 


#148 

f 5 ар + 论 + + в 

8 ж#н BARE EREE) 

# Ki s 空 集 

° 样本 成 (基本 事件 ) ж 

4 事件 TR 

3 A 038 3038 8: АНЯ 
асв | 事 小 了 发 生 必 有 事件 ВЕ ТЕТЕ А 
A=B 32 À 555848 BG 本 与 召 相等 
AUB Ж 与 五 至 少 有 一 个 发 生 ” 45 вй 

ав “ав BARRE” 了 与 吾 的 交集 
A-5 | BHAR В TRE” АВК 
48-0 | st A ET BERRE 4H В ДЖ 
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事件 的 关系 和 运算 也 常用 图 形 来 胡 观 示意 ， 


On 


АВ 


„© 


АВ АВ=ў 
图 1-2 


关于 事件 的 运算 有 下 列 的 基本 关系 式 : 
交换 律 AUB-BUA, 4B=BA; 
Bet (4UB)UO= AU CBUC), (АВ)С ~ А(ВО); 
分 配 律 (4UB)C= 40UBO, 

ABUC= (4U0) (BUO); 
ЖЖ 《DeMorgan) 公 式 (对偶 公式 ) 

AUB=4B, AB= AUB. 
ЭЕ ЛИЕВ АИРИ EEA ЕЛЖ ЖУ 
个 事件 ,如 


4400-1) 40 


我 们 常常 需要 利用 给 定 的 事件 通过 运算 表 出 另外 一 些 事 
件 . 

[78] 设 A, An A, A 是 四 个 事件 ， 试 用 它们 表 出 
FIIR B, “An As, Aa As RAI В Е, С: “Ay, As, 
As, А, 至 多 有 一 个 发 生 ”. 

Ж. B=“ 恰 好 A. RE, 或 恰好 A 发生, 或 恰好 hs 发生 
或 恰好 ARE” 

而 “恰好 А RE = Ar RE, E 4s ЖЖ, 

B 4a 不 发 生 , В A, 不 发 生 ” 
= АХАД. 
类 似 地 “JBI A, RÆ?” ДАДА, 
“恰好 Аз ЖЕ” ДААД, 
“恰好 А, RE” = A,A A5A.. 
所 以 
B=AAsdsAdst+ Arda AzA AAsAsAs 
+ ArAsdsds, 
СА, А, Аз, A, 都 不 发 生 或 从 有 一 个 发 生 ” 
- Я, Я. зА.+ В 
АДДА АДЛ Л, t+ А: Аз As A. 
+ Я.А. АА, + А.Я, As Аа. 


[йз] waLa A, 


ДЛЕ iM 1 t 
а”. B 6838065 “В, S 两 点 间 Ё | 3, 8 
是 通路 ”. в 
ж. R, БЫШ ММ H D 1з 
щ “1, 4 同时 闭 台 ”或 “1 3, SANMA” “2, 3, 4 同时 闭 
ав 


合 "或 “2 БИА”. МИ 
B—AiAsiAdAsAst Ashsds+ AsAs, 


1.4 事件 域 


在 讨论 一 个 随机 现象 时 ， 与 所 要 考虑 的 问题 有 关 的 常常 
不 止 一 个 事件 而 是 若干 个 事件 ， 为 了 讨论 这 些 事件 又 涉及 到 
它们 的 和 、 交 、 差 及 对 立 事件 , 等 等 ， 另 一 方面 , 一 般 说 来 , 又 
不 能 把 样本 空间 台 的 所有 的 子 集 都 作为 事件 包括 在 我 们 的 
讨论 范围 之 内 ,那样 将 会 给 进一步 的 讨论 带 米 困难 。 通常 的 
作法 是 ， 根 据 具体 情况 确定 一 组 事件 ， 记 它们 组 成 的 集合 为 
F, ЖОК 包含 与 问题 有 关 的 事件 , 而 又 对 和 、 Ж. Ж, ЯЗА 
AHH. 

定义 ”由 样本 空间 О 的 一 些 子 集 组 成 的 集合 多 ,叫做 
全 上 的 一 个 o- 域 或 事件 域 ,如 果 满 足下 列 条 件 ; 

D REF, 

2) вася, WJ 4 € Z. 


8) ЖА €.ZG=1,2, +з), WJ A €Z, 


称 .多 -中 的 元 素 为 事件 ， 

事件 域 的 定义 中 内 要 求 对 求 余 及 求 和 封闭 ， 下 而 我 们 证 
明 ,事件 域 对 求 积 , 求 差 等 运算 也 是 封闭 的 ， 

1) JEF, 

GE) #1, 06, риң?),0-бє#, 1 

2) # AEFG=L 2, =), МАЄ, 

[证 】 нэ, LEF G=l 2), H8), Гея, 
利用 对 偶 公 式 及 3 
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ПА (ож). 1 


З) ФА +з, AEF, WAU А.Е. 
4) # An e, AEF, B| А.П П A,C Z. 
事实 上 ,在 3) 中 取 A=0G—n-+1, n+2, e) 即 得 83)。 
ЖА, 00 -п+1, ni2, ---) 84). 

5) #4, BEF, N A-B=ABEF, 

我 们 举 几 个 事件 域 的 例 . 

[И 10] 7-40, А, А, О} 是 - :个 事件 域 . 

т] 隐 一 {8 的 一 切 子 集 } 是 一 个 事件 域 . 

ЩО lon, =, on 是 一 有 限 集 时 , Я ВЕЛ. 
如 果 售 包 含 不 可 数 光 限 多 个 元 素 时 , 这 个 Я 就 非常 复杂 . 

二 面 我 们 提出 取 一 个 适当 的 事件 域 .多 作为 我 们 所 讨论 
的 事件 的 一 个 范围 .然而 究竟 怎样 的 事件 域 才 是 适当 的 ,对 这 
个 问题 要 想 作 出 一 般 回 答 是 困难 的 ， 现 在 我 们 针对 一 些 常见 
的 情形 作 一 些 说 明 . 

ЖЕКЕЙ 

如 果 样 本 空间 О 只 有 有 有限 个 元 素 或 可 数 多 个 元 素 【 即 它 
的 全 体 元 素 可 以 排 成 一 个 序列 ол, oa … о, +), ИЖ Q 
是 离 最 的 ， 对 于 离散 的 样本 空间 ， 一 般 总 取 2 的 全 体 子 集 组 
成 的 集合 F 作为 事件 域 . 

波 雷 尔 (Borel) 域 

如 果品 是 一 实数 区 间 ( 有 限 的 , 或 无 限 的 )， 则 通常 取 多 
为 包含 @ 的 一 切 子 区 间 的 一 个 最 小 的 c 域 . 这 个 o 域 叫 作 
上 的 波 雷 尔 域 ,其 中 的 集合 叫做 波 雷 尔 集 . 

如 果 虽 是 二 维 平面 上 的 什 形 《有限 或 无 限 ), 则 通常 取 . 玉 
为 包含 如 的 一 切 子 抢 形 的 一 个 最 小 域 ,这 个 o 域 纠 作品 上 
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ШЕСИ ЫРШ ДИ E A Ж. 

多 维 空间 的 情形 可 类 似 地 处 理 . 详细 地 讨论 超出 了 本 书 
的 范围 , 这 里 只 能 粗浅 地 提 一 提 这 方面 的 概念 . 

当 全 为 上 述 情 江 时， 通常 总 是 下 波 省 尔 城 作为 事 性 
域 . 


习题 一 


Жз а aa П IE fh bi, po ha 的 
硬件 产品 中 依次 取出 丙 作 "的 样本 空间 ， 并 写 电 下 剂 事 证 的 集合 表 
ж: 

Аг “没有 取 到 次 品 "， 
A: “BERE i PHRI”, 051, 2) 
В. “第 一 次 取 到 的 是 次 

2. 给 出 随机 试验 “从 包含 两 件 次 品 ab п СТЕ дА bi, bx, ba 的 五 
件 产 品 白 依次 取出 下 件 ( 每 次 取出 后 放 回 )7 的 样本 空间 ， 并 写 出 下 
列 事件 前 集合 表 云 : 

А; “没有 取 到 次 品 ， 

d SAIRA i НЫЧКА”, 9 =1, 2) 
В 
с. 

3. -URR АЧЫ 531 BEME I, 2, 3, 4, 5, 从 口红 中 任意 

成 一 个 二 位 数 ， 试 写 出 这 一 随机 试验 的 样本 空间 

ЖУГЕР КИЕ SEK: 

A “AROR R-RE, 

B. “组 成 的 数 含有 数字 з", 

с. “авая а 

ТЯ. АСВ, B.G УЖ, 

А=виО, ВпОСА, 


АНКОР ИЖЕ, ЖЖАП? 
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4 АЗОН ЕВЕ i KPR” (i~0, 1, 2, 3, 4, 
5), А 妥 示 “在 一 分 钟 内 按 到 不 多 于 5 次 呼唤 ”如 表示 “在 一 分 部 
内 接 和 多 于 SAPA”, 以 上 八 个 事件 忆 些 事件 有 包含 关系 ? 哪些 

Жи ЕРЕ лн? 

ип e", Аз йл RIR A h ds rh e 

次 射 市 击 中 部 子 ”， 

а) 试用 语言 SHEE H 
2.47.4, ДБА, ААА 44 
D 试用 Ау, Ay Аз КИНТЕ. “ЕАН 
好 有 一 次 击 中 半 子 ”,， “三 次 射击 中 第 一 次 不 中 而 后 两 次 至 少 
有 一 次 击 中 ”- 

6. 如 图 1-4, 1-5 有 两 个 电路 。 令 4, 表示“ 第 i 接点 开关 闭合 ” 
G=1, 2, 3, 4, 5, ©), WA А, Жиз. 

В: “Li, Р. ЯЫ”, 
Ва “Lo В ЯВ”. 


Е 14 图 15 


7. ВА, В, С 是 三 个 随机 事件 ,试用 А, В, С 表示 下 列 各 事件 ; 
С) ВАА; 
(2) AM BEREMO T. ИА; 
《3) 所 有 这 三 个 事件 都 发 生 ; 
(Фф 4, B, € 至 少 有 一 个 发 生 ; 


《7》 恰 有 两 个 事件 发 生 ; 
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00) 三 个 事件 都 不 发 生 . \ 


在 引言 中 , RIY T ЖКХ. 一 个 
事件 4 的 概率 PCA) 是 标志 事件 A 发 生 可 能 性 大 小 的 一 个 
客观 存在 的 数 . 在 重复 试验 中 ,事件 4 ЖЕЛЕ РСА) АО 
附近 摆动 , 因此 ,频率 可 以 作为 (4) 的 一 个 估计 值 ， 然 而 概 
率 究竟 是 什么 还 需要 给 出 明确 的 定义 ， 

概率 的 定义 曾 是 概率 论 发 展 过 程 中 人 们 长 斯 探讨 的 课 
题 。 随 着 数学 工具 的 发 展 及 对 概率 概念 认识 的 加 深 , 而 提出 
了 公理 化 定义 , 它 的 要 点 可 简 括 如 下 . 

首先 ,在 一 个 随机 试验 中 ,我 们 所 要 讨论 的 不 仅仅 是 个 别 

的 事件 ,而 是 一 个 事件 域 .多 中 的 所 有 事件 的 概率 , 这 就 是 说 ， 
对 于 每 一 事件 ACF, 相对 应 的 卫 (4) 都 是 我 们 的 研究 对 象 . 
明确 了 这 一 点 就 使 我 们 认识 到 ,概率 是 一 个 函数 , 它 的 定义 域 
是 , (ARR E F Hig). 
其 次 , 通过 频率 与 概率 的 关系 ,我 们 看 到 C4) 的 值 都 应 
ЖО, 1] 21], 所 以 ,概率 是 一 个 在 50, ПАНК СЦЕ 
的 值 域 为 [0, 11). 并 吕 ， 必 然 事件 的 概率 为 上 PO -108 
АЗИЯ 1), 

此 外 ,通过 对 频率 的 考虑 ， 概 率 还 应 该 具有 可 加 性 ， 设 
А, В 是 两 个 孔 不 相 容 的 事件 ， 殷 设 进行 了 次 试验 , 在 这 nm 
次 试验 中 , ARET та, BRET ma K. НТА, BE 
ЖАНА, Ч AUB RET m+ ms K. PE 
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AUB 发 生 的 频率 


а Бтв _ та „йн 


n 
= A 23: BOE + B RERIK. 

所 以 ,应 有 

Р(А0В) -Р(А)+Р(В) (ША, BERMA). 
这 就 是 所 谓 的 可 加 性 。 同 理 ， 对 于 任意 有 限 个 或 可 数 个 两 两 
互 不 相 容 的 事件 米 说 可 加 性 也 应 成 立 . 

正 是 上 面 这 些 认识 概括 了 概率 概念 的 本 质 ， 下 面 是 概率 
公理 化 定义 的 确切 拖 述 . 

定义 设 @ 是 一 给 定 的 样本 空间 , Z 是 台中 的 一 个 事 
КЩ. ELET ЕН--АЗИН RAPES), ш ЖИЙ 
足下 列 条 件 ， 就 称 它 是 .多 上 的 一 个 概率 测度 ， 简 称 概 丰 , 值 
了 (4) 称 为 事件 的 概率 ， 

1) ЧЕЛ AEF, OPASI 

2) Р(йу—1, 

3) # АЄ Ж(4@=1, 2, уй ИЖШЯ (А,А,=0, ij), 
m А А 

(ол). 

从 定义 立刻 可 以 看 出 概率 具有 下 列 性 质 

4) PO)-0, 

Бу # A, =, AnE F, ИЛАН СА, 0, #6), W 

РОА U Ат) = РОА) + +P An). 
DAEM, ЕН А,=04- 1,2, …)， 则 有 
PO = РФ) РО) РО). 7 

TAD, P(0) 8 3E f 33k, MALA РОО) =0, 

5) 的 证 明 ， ЕВ) нй А002, т+2,+-), È 
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意 到 AU... ЈА, = AU UA, UBJBU,…, З 4) 即 得 
РА Je U Аһ) 
= Раде. + PC Am PO) 
P(O + 
=P(A)+ + P(A), 

概率 的 性 质 9)ER oT dtt, МЛ 5) 称 为 有 限 可 加 性 。 

概率 还 有 许多 重要 性 质 将 在 第 五 节 中 继续 讨论 . 

至 此 ,我 们 已 经 引入 了 概率 论 中 最 基本 的 三 个 概念 ; 样本 
空间 0, ЖНА 多 和 概率 卫 、 在 分 析 一 个 随机 试验 时 , 我 们 
应 该 明确 它 的 样本 空间 ， 指 出 所 讨论 的 事件 的 范围 一 一 事件 
RF, КЕМЕНИЖ P. HEAK, О, Я, РЖЕЖАЙ 
述 一 个 随机 试验 的 三 个 基本 组 成 部 分 ,我 们 把 三 者 合 在 一 起 , 
(О, F, Руд иф, 

这 样 ,从 概念 上 讲 , 研究 一 个 具体 问题 , 应 该 从 确定 它 的 
概率 空间 为 起 点 . 也 有 许多 场合 , 是 在 假定 概率 空间 存在 或 
已 给 定 的 情况 下 来 进行 概率 计算 或 其 它 性 质 的 研究 . 

在 概率 的 定义 中 ,只 指明 它 是 满足 条 件 1)~8) 的 一 个 多 
上 的 函数 ， 并 没有 指出 它 的 具体 形式 和 事件 4 的 概率 PA) 
的 具体 数值 , 不 同 的 随机 试验 有 不 同 的 特点 , 因此 , 必需 联系 
随机 试验 的 特点 才能 确定 出 梳 率 的 其 体 形式 和 数值 ， 下 面 两 
ЗА Л, 我 们 将 对 一 定 类 型 的 随机 试验 , 确定 出 它 
们 的 概率 . 


第 三 节 w ЖШ 


有 许多 随机 试验 满足 下 述 两 个 条 件 : 
(1) 它 的 样本 空间 只有 有 限 个 样本 点 
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(u) 每 个 样本 点 出 现 的 可 能 性 相同 
这 种 随机 试验 是 概率 论 发 展 早期 的 研究 对 象 ， 称 为 二 典型 随 
机 试验 ,简称 去 洪 祝 型 ， 现 在 ,我 们 要 来 确定 十 册 概 型 中 事件 
ШЖ Р, 
设 样本 空间 为 @= (ол, +, oj， 如 果 每 个 样本 点 出 现 
的 可 能 狂 相 局 , 那么 就 有 
РЦ} — "РЦ. GD 
根据 概率 的 定义 ， 
1= (9) Plo) + РЦ} -аР({ш}), 
所 以 ， 
PQop -二 @=, ут), D 
如 果 事 件 4 包含 m ЛЕЖА, 
A {wn бе, о}. 
Жн РСА) РО) tP onh) =т=, 
即 
ршу-4®&анш&айиш 0 
以 上 的 讨论 说 明 : 如 果 在 上 存在 概率 РА (1), 则 事件 
АН РОЖЕ. 
现在 我 们 来 进一步 证 明 , 由 (3) 及 了 (办 一 0 定义 的 多 上 上 
的 了 数 卫 (4) 兢 是 一 个 概率 测度 并 且 满 足 等 可 能 性 条 件 (О). 
为 此 , 需要 验证 ，P(4) 满 足 概 率 的 定义 ，1， 2 显然 满足 , 主 
楼 需 验证 可 加 性 3)， 对 于 任意 两 个 互 不 相 容 的 事件 А, В, 
raup- AUB TERNE 
сз В RERAN 
2Р(Ау+Р(В), 
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完全 类 似 地 , 也 不 难 验证 : 对 于 任意 有 限 个 两 两 互 不 相 容 的 素 
件 来 说 ,可 加 性 成 立 ， 由 于 .中 只 有 有 限 多 个 事件 o-a i 
性 可 由 有 限 可 加 性 导出 ， 事 实 上 , ЖА, +, Да, 是 两 两 
互 不 相 容 的 事件 ， 必 有 菜 ~- ma, 使 得 Аа Ang, 
M Р(0) 0, 从 而 有 
POA U: UAn U) = P(A Ц UA) 
= P(A) +... +P Am) 
= РСА) + P lAn Р(Анла) ++, 
这 样 ,我 们 就 得 出 结论 , 在 古典 概 型 中 , 事件 4 Б ЖОН 
《3) 来 确定 . 
我 们 来 看 儿 个 简单 的 例 . 
在 第 一 此 例 1 中 , 投 一 枚 硬币 的 试验 有 两 个 样本 点 : 正 、 
B, 由 十 硬 币 的 对 称 性 , 两 个 样本 点 的 出 现 是 等 可 能 的 , 所 以 
是 古典 概 型 ， 事 件 A= (IE) ("出现 正面 ”) 包含 一 个 样本 点 ， 
P(A)=1/2. 
在 第 一 节 例 2 中 , 投 两 次 硬币 的 试验 , 祥 本 空间 由 4 个 等 
可 能 的 样本 点 组 成 ,是 十 典型 随机 试验 .所 以 有 
了 一 {( 反 , 反 )} 人 正面 不 出 现 ”)， 


4AE, R), Ой, РНЕ), 
р(а)= 2, 

А = {(ЗЕ, ТЕ) (“НИЕ Ш), 
РСА) 1 


B={(E, E), (Œ, B) CH- KAREE”), 
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р(в)-2, 


等 等 . 

症 第 一 节 鲍 8 中 ,从 五 件 产品 中 任意 取出 两 件 ,每 一 种 取 
法 可 能 性 都 相同 , ХАНА. ЖЕ C8- 10 个 . 

Ав= 4051, ba}, (а, ba}, {ba bs) CHARER) 
Ж 01-3 个 样本 点 ; 

A= (а, b), {а бә}, (a, bs}, (as, bih, las, бз}, 
(as, bs 和 (恰好 取 到 一 个 次 品 汶 外 售 CC3-6 个 样本 点 ; 

A= (Ца, аз) (恰好 取 到 两 个 次 品 ”) 包含 03=1 个 样 
Жк. 
йш, РОА) 5. P (A) - 6, РА) 省， 又 事件 
互 “ 取 到 的 次 品 数 不 超过 工 是 4 小 之 和 , B= Ao Ay, B 
Ao, А 互 不 相 容 ,所 以 

PODC РАВ. 

在 第 一 节 例 4 中 ,将 红 . 绿 、 白 三 球 任意 放 到 三 个 盒 中 ,每 

一 种 放 法 都 是 筹 可 能 的 ,是 古典 概 型 、 样 本 点 共 27 个. 


A= fo өн} CRE I ER”), PCA) = 
B- les os Qu, шш, am ш} CEREA — 8), 
POD = Pr, 838. 


БЕТЕН, ТЖЕ OR B: ДЕРЕ А 的 概率 , 在 原 
则 上 并 不 困难 。 可 以 抬 样本 点 全 列 出 来 , 数 出 样本 点 的 总 数 
п, 拇 数 出 事件 А 包含 的 样本 点 的 个 数 串 , 就 得 到 了 (4) = 
min 但 在 样本 点 较 多 或 问题 比较 复杂 时 ， 把 样本 点 全 列 出 


求 直 搂 去 数 实际 上 是 不 容易 的 ， 这 对 需要 利用 排列 与 组 合 的 
知识 . 

011] 180 只 集成 电路 中 ， 如 果 2 只 是 合格 品 , 8 只 
基 次 品 , 试 求 从 中 任意 抽取 和 只 ,4 只 中 “没有 次 品 ”( 事 件 AG 
WER LR’ 2R”, “8 R”, “4 R” Kh (分 别 记 为 事件 
Аз, .4a，4a，44) 的 概率 各 是 多 少 ?“ 次 品 超过 工 只 “事件 В) 
的 概率 是 多 少 ? 

Ж. 从 180 只 集成 电路 中 任意 抽取 和 只， 每 种 取 法 是 等 


ИНН НА ЖА). зондо 


本 点 可 以 看 作 是 “由 8 只 次 品 中 任 取 只” 且 “从 подай 
品 中 任 取 4 一 只 ”的 结果 ,这 种 样本 点 ( 即 A, 中 的 样本 点 ) 有 


( (2° £ E 

‚) 2 个 ， 所 以 ， 
8\/172 
3) 


Р а И 
4] 


对 于 =0, 1, 2, 3, 4, 算出 РЕЯ TE: 


# 14 


“KARET RURAK AA sË “1848 S 只 ”或 
«АЖА Я”, 即 B= A+A А,, 注意 到 А, Аз, A AAE 
不 相 容 , 利用 可 加 性 

Р(В)-Р(4,) +Р(Аз) + P(AO —04010, 
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由 此 , 还 可 以 证 明 , 当 180 只 集成 电路 中 含有 不 超过 8 只 
И, 4 Я, 出 现 工 只 以 上 次 品 的 概率 不 超过 0.01, 
这 个 概率 很 小 , 在 一 次 检查 中 这 事件 是 实际 上 难得 发 生 的 . 如 
虹 在 一 次 检查 中 ， 这 事件 真 的 发 生 了 ， 我 们 便 有 理由 怀疑 这 
180 只 集成 电路 中 不 只 8 只 是 次 品 、 在 产品 抽样 检查 中 就 是 
根据 这 个 思想 米 制 定 检查 方案 的 . 

这 个 例子 的 问题 的 一 般 情 形 ,叙述 如 下 ， 

BS N 件 产品 ,其 中 含有 МЫ, MHE ЖЫН n 
Же, ARK n ААТ A PER САРЕ А RRAN 


В 
P(A ~ 0,1, n 


т 

[#2] 将 个 不 同 的 球 任意 放 到 六 个 盒 中 ,每 个 盒子 
容纳 球 的 个 数 不 限 ， 试 求 《DD 指定 的 % 个 盒子 各 放 有 一 个 球 
КИЕ ро (2) 有 名 个 盒子 各 放 有 一 个 妹 的 概率 р, 

解 :这 个 随机 试验 是 第 一 节 例 生 的 一 般 情形 、 

将 ?个 球 放 入 六 个 盒 由 可 以 按 下 述 步骤 来 完成 : 先 将 
第 一 个 球 放 入 六 个 盒 中 的 任意 一 个 (有 他 种 方法 ), 然后 将 
第 二 个 球 放 入 N 个 盒 中 的 任意 一 个 (有 如 种 方法 ),…， 最 后 
п ПАА N 个 盒 中 的 任意 一 个 (有 N 种 放 法 )， 所 以 ， 
Won RIK N ТЕН № 种 不 同 的 放 法 .每 一 种 放 法 是 
一 样本 点 , 即 样本 点 有 N" 个， 由 于 放 法 的 任意 性 , 各 样本 点 
的 出 现 是 等 可 能 的 . 

指定 的 % 个 盒子 备 放 有 一 未 ， 这 种 放 法 就 是 将 个 球 在 
名 个 指定 的 盒 中 的 排列 , 有 n! 种 ,所 以 


_ nit 


Роу. 


натрия, Stink pik 
йй, ЖЫН а 个 全 sal ви йя лии 
An PERRETA An ВЮ. WMA а ТТЕ 
下 有 一 个 下 的 放 法 有 人 “J Ж, АТ, М Хову, 831 


N\ 
_ ы _ №! 

№ ДМ п)! * 
MN cni, 22-0. 

【 例 引 将 史 个 相同 的 球 尾 意 放 到 Ол) а, 每 
个 盒子 容纳 球 的 个 数 不 限 .如果 各 种 不 同 的 放 法 是 等 可 能 的 ， 
ШКО НН n АВОН — p, (2) ЖТА 
子 各 放 有 一 球 的 概率 zz. 

Ж. ТИКЕ ЧЕЙН, 以 三 个 球 三 个 例 为 例 : 在 
前 鲍 中 able! |, acib! | 是 两 种 不 同 的 放 法 ,在 本 例 中 ,由 
于 球 相同 ， ЖЕЛТ 种 放 法 。 于 是 
不 同 的 放 法 可 图 示 如 下 : 


;000| | |, 100101 |, 100] ol, |о0бо| |, 
1010101, 10. 001, | ooo] 1, | 10010], 
‚ 10.00], | 10001, 


为 了 计算 这 种 放 法 的 个 数 ,我 们 将 三 个 盒 连 放 在 一 起 ,用 两 个 
公共 的 墙 “|” 隐 开 . 每 一 种 放 法 都 对 个 球 0,0,0 和 两 个 
(ДЮ. 的 一 个 排列 . 这 个 对 应 是 一 一 对 应 ,所 以 ,只 需 
算出 三 个 球 0, 0, OMAA. | 排列 的 个 数 ， 每 一 个 排列 ， 
有 五 个 位 置 ,每 选 出 二 个 位 置 放 球 就 得 到 一 个 这 样 的 排列 ,所 


以 ,共有 5 
_ эх4х8 _ 
GER w 
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种 排 法 ， 这 样 就 求 出 了 将 8 个 相同 的 球 任意 放 到 3 个 盒 中 有 
(5н. 

一 般 , 将 个 相同 的 球 任意 放 入 N Aah (SAAR 
ша ИТЕ а 
样 ), 根 据 题 设 每 种 放 法 出 现 的 可 能 性 相同 , 是 古典 概 型 、 

指定 的 邑 个 盒 中 各 站 有 一 个 球 的 放 法 只 有 工种 , 故 得 

1 


PREN IV 
n 


їл» TREANA i в 


C) 
_ \al _ MÆ- 
poy Nn a ND 


п 


MA n RARR ERKA N (Nn) Лит, 
盒 至 多 容纳 工 球 , 若 不 同 的 放 法 是 等 可 能 的 , 试 求 (1) 指定 % 
个 盒子 各 放 有 一 个 球 的 概率 加，(2) 用 个 愈 子 各 放 有 一 个 
球 的 概率 po. 

解 ， 在 这 个 随机 试验 中 , 每 一 砷 放 法 就 相当 于 从 МТВ 

N 
子 中 取出 msala Ya 按 题 设 它们 的 出 现 是 等 可 能 的 ， 
指定 的 % 个 盒子 各 放 有 一 球 有 一 种 放 法 , 故 
1 нм! 


PN Nr 
Ө 
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ке латкан |н, ю-1, 


ПЕТРЕ Е 
кой, АРА, 1 5 ЯА, А 
МНЕ ШИК, АЯ ВЕ ЖЕ (Maxwall- 
Boltzmann jA, D B ВРИЕ Ж ИГЕ 
的 ,是 淡色 - 爱 因 斯坦 (Bose-Einstetn) 80 Bi WRA, ПТР 
漂流 色 了 的 芝 本 粒子 ， 例 4 中 考虑 的 是 不 可 分 辩 的 质点 且 候 
定 小 区 域 只 能 容纳 一 个 质点 ,是 费 六 - 猴 拉 训 (BPermi-Dirao) 
НИ, ЗЕЛ ЕВИНИН КЕТ. 

азо тапа, ида HRR AEA, 
ЧЕРИ, ВНИИ REAA 
най. 

(ИЯ онат ата k SB hE 把 这 
2л ЕЕЕ ЕЙ п], ВНЕ „ДЖ. 

@) ВНЕ СА) ВИ, 

@) PPE i tü h Et SB in ARB) yB. 

жЕ ЛЫ, ЧАВО maia, 
анаа ЗЕРЕН, АКВ 
自家 示 仿 有 中 心 体 的 那 一 部 分 ,如果 丙 个 “发 的 ”部 分 相 结合 
BPN НЕО, КАИ АЯ. 

М. Ж» 个 东 四 ， 分 成 辐 个 一 组 ， 可 以 这 样 分 ， ЖК 
зв ЛАБАН ЕЕЕ ЭУ ЯВ 88, ВЕН 2n -2 个 东西 
中 任 取 两 个 作为 第 2 组 ,…*… ,最 后 镜 下 的 两 个 作为 第 % 组 ， 
ятата жэ аш", Jaa, жив 
ТТЕ 
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2п\/Эн—2 4\/2\ | 
se 30206) 
种 取 法 .得 是 只 把 组 的 次 序 重 排 , 不 动 组 内 的 东西 ,并 不 改变 
把 2% 个 东西 分 成 两 个 一 组 的 分 法 。 МЫ, Ел! 个 取 法 
对 应 于 同一 种 分 法 。 这 样 , 在 把 2% ВОВ T S Bu Ñ m X 
这 一 随机 试验 中 , 等 可 能 的 样本 点 的 总 数 是 
2\/2-2\ /4\/2 
的 | 2 OG) eo: 
и т" 
(D ин 1 УВЕ ЛАШ МЕТ. 
所 以 


Щщ (2n)! _ 2". 
P= nl (2n)t 


@) дев ЛИАНЫ, MU GR, Ko, с, 
K) REL RER TAHNA Ой, Шы, s Ma) 
和 "长 " 自 配 成 

(6 长 。 … к) 
短 。 短 。 — 短 。/ 
nA BERARI nl, F BRER n ВЕ 
本 点 组 成 ， 记 以 
/ (2л)! _ 21) 


P(B)=nt / а Оқ)" 


在 本 节 结 束 时 ,我 们 指出 , 本 节 建 立 古 典 概 型 的 方法 可 以 推广 ,得 到 
TERE: 
1. 设 样本 空间 98 由 有 限 个 样本 点 组 成 , 9= (ор wa о ө}, 9 
是 介 的 一 切 子 集 组 成 的 事件 域 ; ХЕ р, 是 一 组 给 定 的 实数 , 满足 
Ospel, jl Drs ау 


NEF Е ЕЖ Р, 满足 
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Р({е}3=р; i=l, 2, 56, в. еэ 
这 个 福 率 的 定义 如 下 : 


POA) =p, tp. Ш Ане, о (3) 
P(g)=0, 
不 难看 出 , 5 p= =p = 工时 的 特殊 情形 ， 就 是 古 并 模型 、C30) 


所 定义 的 函数 已 确 是 可 RESE (27), BEDA АНЫШ 
全 类 似 , 读 省 试 完成 之 . 
Ael ETUE ЕА ВРЕ ДЭЗ ИВЕ, 
2. НЫ Оона: 
Q= [or 0a бәс}, 


АПН-НН, LE p 是 给 定 的 实数 序列 , 满足 


Зв б<р,<ї‚, 1=1,2,—, а”) 
则 在 于 上 存在 一 个 福 率 己 ИЕ 
Рю) р 8—1, 2, o 2") 


这 个 概率 的 定义 为 
Вере р = D Po 


A= o, oo Н (9) 


PO) =0. 


习 题 二 


1， 一 部 四 卷 文集 , 按 任意 次 序 放 到 书架 上 ,向 各 卷 自 左 向 右 或 自 右 向 
去 的 卷 号 顺序 恰 为 1 2, 3, 4 的 丹 率 是 多 少 ? С 

2. #1,2, 3, 4, 5 诸 数 各 写 在 一 张 小 纸 片上 ， 任 取 其 三 张 排 成 自 左 
向 右 的 吓 序 , 问 如 此 所 得 三 位 数 是 偶数 的 概率 是 多 少 ? 了、 

з. {аны ТТ, BEF IERE ИНЫЕ 
жаН. Co j 

4. Ж» 个 人 ， 设 每 人 的 生日 是 一 жы шры a 
求 此 个 人 生日 互 水 宰 间 的 概率 , ， Q: 

5. Ж Дт ER, ТЕН, аз А (0<а<т, ©<р 
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12. 


„0, 1,2, 
1,2, ТИЕТ 
- Я ТН N ТЕТ, втш к т 


， 将 ?个 球 投入 和 ТЕ, Z 


bin 


<»), 试 求 所 取 的 球 恰 含 a 个 身 球 和 5 РНЕ? 


Вота, "个 黑 球 , 从 中 任意 地 接连 取出 + 个 球 ОДЕТ > 


En 每 球 被 取出 后 不 还 康 ， 斌 求 最 后 取出 的 球 是 白 球 的 概 
ж = 7 bagh 


把 ”个 不 同 的 字母 (其 中 有 字 雪 A, В) 排 成 一 列 , 同 恰好 有 两 个 字 


ЗЕЕ А, 好 之 间 的 概率 是 多 少 ?如果 排 成 一 个 国 呈 ,上 而 问题 中 
的 概率 又 是 多 少 ? 


中 任 取 四 个 数 。 亲 能 排 成 一 个 四 位 伪 数 的 概率 是 


多 少 ? 


TEMAN, 间 所 取 
的 人 类 人 пх" 


ЗЛ 5-0, А 


ЖЕНЕ, 


不 可 辨 ( 即 只 考虑 每 盒 中 的 球 数 ， 而 
ЖЕЗ ЖИЕ, 每 一 种 投 法 都 是 等 概率 的 , 试 求 : 

O 没有 空 盒 的 概率 ; 

(Q) 正好 有 % 个 空 盒 的 概率 ; 

(8) 指定 w 个 全 中 正好 有 名 个 球 的 概率 . 

例 1 中 着 180 只 集成 电路 中 的 次 品 少 于 8 只 , 试 证 抽验 4 只 ,出现 
多 于 工 只 次 品 的 概率 不 超过 0.01. 


第 四 节 JL A R 
向 某 一 可 度量 的 区 域 G 内 投 一 点 ， 如果 所 投 的 点 落 在 好 


中 任意 区 域 g 内 的 可 能 性 大 小 与 9 HEERE, Mig 的 
位 置 和 形状 无 关 , 则 称 这 个 随机 试验 为 几何 型 随机 试验 ,或 称 
ALET, 


上 面 所 说 的 度量 , 指 的 是 线段 的 长 度 , 可 求 积 平面 区 域 的 


面积 , 可 求 积 空间 区 域 的 体积 , 等 等 . 


当 一 个 投 点 的 试验 ， 如 果 根 据 其 实际 意义 判断 所 投药 点 
具有 某 种 等 可 能 性 ,或 均匀 性 时 , 便 可 以 看 作 是 几何 型 的 随机 
试验 ， 这 是 因为 对 于 这 种 试验 设想 
重复 进行 了 К, MBR n АУ 
4 均匀 地 分 布 在 全 中 各 个 位 置 , 因而 
小 在 任意 区 域 y 内 的 频率 就 应 与 9 
的 度量 成 正比 ， 而 与 其 位 置 和 形状 
ER, 所 以 符合 几何 概 型 的 要 求 ， 
16 几何 型 随机 试验 的 样本 点 可 以 
用 全 中 的 点 类 示 , 因而 样本 空间 就 是 吕 9， 事 件 城 F 即 取 
包含 一 切 可 度量 区 域 的 景 小 事件 域 ， 
现在 米 确 定 几何 型 联机 试验 中 的 概率 P， 从 几何 型 随机 
试验 的 意义 自然 王 应 满足 “ 
P(A)=Ax [A 的 度量 ] 。 
BTA EBREI, 
1=Р(фу=Мх [Q [НЕ], 
a= I/O ЕЛ. 
由 此 得 到 几何 中 型 中 概率 的 公式 - 
_ [4 的 度 景 ] 
РО) аат ® 
[BL] (会 面 问题 ) 两 个 人 约定 
手 坦 点 至 工 点 在 某 地 见面 ， 先 到 者 
等 30 分 钟 后 离 去 , 试 求 两 人 能 会 而 的 
жж. 
S Me у 分 别 表示 两 人 到 达 
的 时 刻 (二 时 4 分 , 12] у 2), 问题 
э ЕЗЕК 8 
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A={(x, у) ]0<<60, 0<у<60} 
内 投 点 ， 由 于 两 人 可 分 别 “ 等 可 能 的 "在任 何 时 刻 到 达 ， 故 可 
看 作 几 何 型 随机 试验 . 
“两 人 能 会 面 " 这 事件 就 是 
А—{(@, Wllz—y| <20}, 
Р(А) = ГА 的 面积 ]/[Q 的 面积 ] 
=2000/3600 — 5/9. 

НЯ] НН УМЕН В A аба>0) 的 一 
M34728. НУВ 09 10а) ВЕЕ, 试 求 针 与 平行 
线 之 一 相交 的 概率 

Ж. Же 是 针 的 中 点 M 到 最 近 的 平行 线 的 距离 , p 是 针 
与 此 线 的 交角 、 于 是 投 针 间 题 就 相当 于 向 平面 区 域 


о-{ (р, 2) 10<р<а, <<$) 


投 点 的 几何 迎 随机 试验 ， 
针 与 平行 线 相交 的 充分 必要 条 件 是 (g, ШЕ 


z ii L 
+ < 
0< ET < ш 0< < sin p, 


所 以 事件 “ 针 与 平行 线 之 一 相交 ”就 是 


a-f (@, т) lo<v< $ sin Ф, Ope |. 
EBRE 
P(A)= |4 T впрар / 4 а= =. @ 


这 个 事件 的 概率 与 = 有 关 ， 因 此 不 少 人 想 利用 它 来 计算 
秋 的 数值 、 这 可 以 通过 下 述 方法 来 实现 : 投 名次 ,计算 针 与 


平行 线 相交 的 次 数 m, 再 以 频率 值 ”作为 概率 POZ 
入 他), 可 得 


27m 

em 

现在 把 这 种 试验 的 一 些 有 关 资 料 列 于 下 表 *( 其 中 把 4 折算 
я: 


= 


15 

pajas] K | кй | = asta 
Wolf 1850 ú To. 8 5006 3.1596 
Bmish 1855 0.6 3204 3.1554 
Те Morgan, О. 1860 1.0 500 3.187 
Кох | 1 0.75 1030 3.1595 
Tazzerini 1901 0.83 3408 3.1415929 
Вика 1925 ' 0.5419 2520 3.1795 


上 而 所 用 方法 概括 起 来 是 建立 一 个 概率 模型 ,使 它 与 菜 
些 我 们 感 兴趣 的 量 (本 例 中 是 常数 =) 有关， 然后 设计 适当 的 
随机 试验 , 并 通过 这 个 试验 的 结果 来 确定 这 些 起 随 着 电子 
计算 机 的 发 展 ,已 按 上 述 思路 建立 起 一 类 新 的 方法 , 称 为 蒙特 


D Sa B ЕАО, вн, 第 39 页 ， 原 资料 见 GTiageman, K. 
T. Geometrie probability and the number z, Koripta Mathemalica, 25 
(1960), 183-105, 
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卡 洛 (Monte-Carlo) 方法 . 


从 上 面 的 试验 记录 中 ， 我 们 也 可 以 看 到 按 儿 何 概 型 记 确 


定 的 概率 与 试验 结果 的 一 致 性 . 


a 


- ERRO, в ЕВА 


习 m = 


с ИНН, ИУ ЖЕРЕ, Tü B £B БЕЛУ AEE 


киш т, 和 如 条 此 两 般 在 码头 的 停 锥 时 间 分 别 是 1 及 2 小 


. ЕР T, 到 Ts 之 内 到 达 ， 假定 他 们 
刹 时 刻 到 达 邮 是 等 可 能 的 。 试 求 其 中 一 人 必 
E Ih ARIN 

三 条 线段 能 枝 成 


点 的 三 条 
АЗАА 于 第 


.在 534 оо 径 为 1 的 硬币 , ЖЕ 


使 硬币 与 线 交 的 概率 小 于 0.01. 


0,1) арада, 斌 求 下 列 事 你 的 概率 : (1858882305 


тз, (йш ялт 27, (РОЙ E F 27, W 
«МЕТ 


第 五 节 概率 的 性 质 
由 概率 的 定义 可 以 导出 它 的 一 系列 基本 性 质 ， 第 二 节 引 


АЖ ЖЕ ХЕ, 已 经 证 明了 两 个 性 质 , 现在 重 述 如 下 : 


性 质 1 P(0)=0. 
HER ВА, …, An РИН ЛОН, 
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Р(Ак + АД) = РСА) РСА. 
现在 证 明 其 它 性 质 : 
性 质 8 РО) =1-1(4). 
[Е] A+4=9, АА—0, WAER 2 
1=P(Q)=P(A+A)=P(A)+P(A), 1 
性 质 4 АСВ, №] 
P(B-A)=P(B)- P(A), 
[iF] ÆATBH, A+(B-A)-B X. 
АП(В-4)=АП(ВГ 3)=0, 
故 由 性 质 2, 
P(B)-=P{4A)+P(B-A), 1] 
性 质 Ф ATB, М Р(Ау<Р(В), 
ПЕ] 由 概率 的 非 负 性 及 性 质 4, 
Р(Ву—Р(Ау=Р(В-А)>0, 1 
性 质 6 P(A4+B)=P(4)+P(B)—P(AB). 
GE] A+B=A+(B-AB), АГ(В-АВу=@, ABG 
В, НЯНЯ 2 ЖЕ 4, 
P(A+B)=P(A)+P(B—- АВ) 
=P(4)+P(B)-P(4B), 1 
шй? Жш, ш В, ш, Янв, M 
lim Р(В,) 0. 


ПЕ] 24-08, А-В Ba, #13, =, ДА, 


Аз, … 两 两 互 不 相 容 , 并且 对 任何 
В, АК АЕ Annt АЕ А+ 


因而 有 Р(В,) = È РСА), 


特别 %=1 时 ， 
вв) = 六 P(A), 


所 以 ўрода CEDEN 的 余 项 ,因而 


lim P(B,) = йш $] P(A) =0, 1 
2А, M 


性 质 8( 概 率 的 上 连续 性 ) Я А2402" 
F(A 4 ) -lm PU). 


nə 


GE &В=4„-[}4„п=1, 2, +, ЖАВ 


5.., жЕГүВ,=0, Т, 
men 40) 


性 质 9 概率 的 下 连续 性 ) асас А, W 


қолана. 
[证 】 A242242, НЗ, 
А A.) =m PA, 


lim РД) = 1-а Р(4,)=1- PG A) 


Е =в(0 А), 1 


в: 
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Ф њо № 


10. 


ува 


-A BERRE, PA) PEAL RRPAUB), Р(АПВ), 
Р(А ЗВ), P(r By, KÄNB), 
. EA РОЯ) =p, P(B) =q, PLAJ B)=r, Ж P(4B) R PCB). 
. WA, P(AB+AB)= P(A) +P) 2P(AB), 
证明; PU Ud) =1- РОД), 
ЕВА. Pate U Aa) = РСА) +P( AD +P AA) ++ 
PAra). 
|. (Q) 证 明 
POA U deL A) =Р(АЛ +P(A) РЗ 
— Pidid) - РАЗ) — P (A243) 
+ P(A AD; 
去 证 明 
ОА) 
=a- D, РАА) È РОА А) 


ка «вп 


《2) HARFI 
РА As U 


roD x РСА АА) te 
HDP Ar An), 
‚ 已 知 PCL4B) = P(A)P(B), СРАВ, СЭДВ, 证 明 
Р(АСу>Р(А)Р(С), 
‚ Q) ам; Aü A. 同时 发 生 则 А ЖА, RE 
РСА) >Р(4)+Р(4)-1 

(D BA AAA CA, ЗАЛЕ РСА) РСА) HP) HPC) —2, 
. ЕЯ 

а) #Р(4,)=00=1, 2, ...), W (0) А, )—% 

@ жрарелень 2, 9, MP (f) a, )-1, 


ОФА N 个 盒 中 ,每 个 球 者 以 ТЕ ЖОР, М 
кож-итилажанйж, 


р. 某 入 写 了 个 递 汛 地 址 ,在 每 个 信封 里 各 封 入 一 封 信 ,然后 在 每 个 
信封 上 任意 抄写 一 个 前 面 所 说 的 地 址 .。 问 至 少 有 一 封 信 磁 对 了 地 
址 的 概率 是 多 少 ? 


第 六 节 条 件 概率 


在 实际 问题 中 , 除了 要 知道 事件 4 的 概率 P(4) 外 ,有 时 
还 需要 知道 在 “事件 B 已 发 生 ” 的 条 件 下 ,事件 4 的 概率 
Р(4]В). 出 于 增加 了 新 的 条 件 “ 事 件 B 已 发 生 ” 所 以 
了 (41B) 一 般 说 来 与 P(4) 不 同 , ВР В 为 条 件 概 
ж, 

现在 利用 频率 来 分 析 一 下 应 该 怎样 定义 Р(А|В), 

BA, BB 是 某 随机 试验 中 的 两 个 事件 , 进行 了 % 次 试验 ， 
其 中 事件 B, AB 各 发 生 ms, man К.А, “事件 BERE” 
条 件 下 的 试验 有 ms 次 ,其 中 事件 4 发 生 map 次， 所 以 ， 


“ED ВЖЕ A 发 生 的 频率 一 
maan _ АВ 发 生 的 频率 


man ВЕ ЮЙЖ ° 
由 于 频率 与 概率 的 相近 , 因此 我 们 
定义 ВА, B 是 两 个 事件 , Р(В)>0, 称 


Р(А|Ву= TE 


为 在 事件 B 已 发 生 的 条 件 下 ,事件 4 的 条 件 概率 ， 
在 古典 概 型 中 , воно ЖАНА, ARB {2 
吕 个 样本 点 (mm>0), АВ 包含 个 样本 点 , 则 


| Р(АВ)_ k/ 
РАВ) = Р(В) ШЕЛ 


-上 
=. 


. Жл, 
д. À В 
k. 
H ЖЕШ И, BPTI о Э) 
RDA Р(АВ)=Р(А]В)Р(В), м Р(В)>0. 
这 个 公式 在 概率 计算 中 有 重要 作用 ， 
О PRESTUR, SARR 从 中 依次 到 出 两 
个 ; 试 求 取 出 的 两 个 球 都 是 自 球 (事件 4) 的 概率 . 
解 ， 用 4: 表示 "第 一 次 取得 自 球 ”，4 类 示 “第 二 次 家 
RAR, W A= Ady, 
И Е каж, 所 以 ， 
- 2 Рада, 
РА, 得 到 . 
Ра) Раз) PUPUA) 2 
СРЕ та 
Зр ЕЛИНЕ TARAIRE 在 第 三 
АНА ИК. ЗЕЛЕ, 从 中 任 了 一 
B RRR ARAR, ^^ 
Ж: ЖА ЗЕК WER”, НО RR AAS š 8 
G=1, 2, 3), 便 有 
А= АН АННАН. 
ЖИЗ АЙЕ ЖД АЗА; 
Р(Ау=Р(АН,у+Р(АН») + Р(АНҢ»у 
о =Р(ШУР(А\Н) +PEP) 
+P) P(A lH) 
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上 例 中 确定 PL4) 的 方法 具有 普遍 意义 ,可 以 概括 成 
定 还 1( 全 概率 公式 ) FR Hu …, H, 两 两 互 不 相 


Ф,РОНу>0 G=, +, 9), 并 且 ACE, M 


Р(А) = -$ PDPA: 


全 概率 公式 的 下 法 是 将 确定 4 的 概率 问题 分 解 为 确定 
АН», =, AH, КЖ. 

它 的 证 明 方 法 实质 上 就 是 例 2 的 解法 的 二 般 化 。 

定理 &( 员 时 斯 (Bayes) 公 式 ) 车 事 件 НЬ o, H В 
ERRA, Р(Нў>0(@=1,- п), B AGU PCA) >; 
я о 

P(H,J A) = Á POHIOPCA Ho @-1,.—, п): 

рн PA 


RE] mak yk h 2 BR aŠ, 对 任 一 Fill<hen), 

banja- РАНО. Р(НР(АН)_ 
СР) DPPU 

О ны 


如 下 的 效果 ; ЦА 表示 试验 反应 为 阳性 ， 避 表示“ 被 诊断 者 
RARE”, 
P(A|OY=0.95; РЯ) =0.%5. | 
现在 半 一 大 批 人 进行 癌症 普 害 ， 设 被 试验 的 人 中 患 有 增 症 的 
概率 为 0.005, Вр P(C)=0.005, 试 求 五 (CC14) 一 一 一 人 试 
验 反应 为 阳性 的 情况 下 ,此 人 确 患 癌症 的 概率 . 
解 ， 利 用 由 时 斯 公式 s 
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Polg- РФР 
POPCdIO)+PCOOPCIO) 

_ 0.005 x 0.95 
77.005 х 0.950.995 х0.05 


结果 表明 ,虽然 PC410), P(A |6) 比较 大 , BREEK 
性 的 人 确 息 病症 的 可 能 性 还 是 不 大 ， 

[ 例 入 ”无线电 通讯 中 , 由 于 随机 干 护 ， 当 发 出 信号 为 
а BESA ЧУ, TEA С? ЕЛЕЕ ЖИЛ 
0.7.0.2.0.1. 妆 发 出 的 信号 为 “时 , 收 到 信号 为 “-”、 不 
Ж” 的 条 件 概率 分 别 是 0.9、0.1、 0, 如 果 发 报 过 程 中 “…” 
和 “出 现 的 概率 分 别 是 0.6 和 0.4, 当 收 到 讯号 "不 清 "时 ， 
原 发 出 的 信 叶 是 什么 。 试 加 以 推测 . 

W НН, ини, 

BERTRANS”, 
A EB B RR”. 
今 计算 PLIA A PUEA) тин, 
| РОН)Р(А|Н; 
РА) ~ pr ОРО НО 
— 0.6x0.2 отв 
` РН.) P(A|H. 
Р A) -per A SPOTI 
= 0.4х0.1 
0.6х0.2-+0.4х0.1 

由 此 可 见 , 当 收 到 信号 不 清 时 , 原 发 出 信号 为 “。” 比 之 为 

“有 较 大 的 慨 率 ， 因 此 通常 可 以 推断 原 发 生 信号 为“ 


一 0.087. 


一 0.25. 


习 题 五 
1. 某 种 集成 电 阁 使 用 到 2000 小 时 还 能 正常 工作 的 概率 是 0.94 使 
аә 


用 到 3000 小 时 还 能 正常 工作 的 福 空 是 0.87, 问 已 经 工作 了 2060. 
AJ890982 8 ТЕЗ 3000 小 时 的 概率 是 多 少 ? Daiy -中 

3、 某 射 击 小 组 共有 20 名 射手 ,其 中 一 级 射手 4 人 ,二 级 射手 8 Л, 
级 射手 7 人 ,四 级 射手 工人 ,一 ,二 、 三 时 手 能 通过 选拔 送 入 
比赛 的 概率 分 别 为 0.9、0.7、0.5、 0.2, 求 作 取 一 位 射手 能 通过 选 
ЕЛЕ, 

3， 从 装 有 3 个 白 球 与 2 个 黑 球 的 盒子 中 取出 两 个 球 移 放 到 装 有 4 个 

` 自 当 与 4 个 黑 球 的 盒子 中 ， 试 计算 从 第 二 个 盒子 中 取出 一 球 是 白 
球 的 概率 . 

4. пее 个 白 球 本 5 个 黑 球 ,从 中 取出 5 个 球 放 入 空 盒 乙 中 ， 
再 从 乙 食 中 各 出 3 个 球 放 入 空 盒 两 中 ， 最 后 从 两 鲁 中 取出 一 个 球 
BAR 试 求 第 一 次 取出 的 5 个 球 全 是 白 球 的 概率 . 

5. НЯ, н, 2. НЕМ, 5 E BB 25%. 85%, 
40%, ВАЛИ" ВЕНЕ ӘП 5%. 4%. 2%. УЗВ в sy 
中 随机 取出 一 只 经 检查 是 废品 ， 问 这 件 废品 是 甲 、 乙 、 丙 生产 的 概 
率 分 别 等 于 多 少 ? 

6. 某 工厂 生产 的 产品 合格 率 是 0.96、 为 了 保证 出 厂 产品 质量 , 需要 
зто, 但 直接 检查 带 有 效 坏 性 ， 因 此 提 册 一 种 非 玻 坛 性 的 但 不 
完全 准确 的 简 灶 检查 方法 ， 经 试验 知 一 个 合格 品 经 简化 检查 而 获 
准 出 厂 的 概率 是 0.93, 而 一 个 废品 经 简化 检查 而 获准 出 厂 的 概率 
20.05. 癌 司 用 这 种 简化 检查 方法 ， 获 得 出 厂 许 可 的 产品 是 合格 
品 的 法 率 及 未 获 出 厂 许可 的 产品 是 废品 的 概率 各 是 多 少 ? 


R 


第 七 节 事件 的 独立 性 


定义 ” 称 事件 А 对 事件 Ва, Е 
Р(А\В)=Р(А) 或 Р(В)-0. 
和 对 B 独立 的 含义 是 事件 А 的 概率 不 受 附 加 条 件 “ 事 件 
B 已 发 生 " 的 影响 . 
(ЯН 从 含有 a 个 白 球 和 6 个 黑 球 的 口 钱 中 依次 取出 
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ТЉ, PREH 8.“ 第 一 次 取 到 自 球 * A A KRAH 
R”, 0:“ 第 二 次 取 到 黑 球 ”， 
GO 3k 39 Е, 即 假定 每 次 取出 球 后 不 放 回 . 
样本 点 是 从 4+8 个 球 中 任 取 两 个 的 不 重复 排列 ， 共 有 
(atb) laatb- D +. 
”台中 样本 点 是 第 一 次 从 & 个 白 球 任 取 一 个 ， 然 后 再 从 其 
余 的 +5 一 1 个 球 尾 取 一 个 排 成 ,有 ag 十 5 一 1) 个 ， 
和 4 中 样本 点 是 第 二 次 从 & 个 白 球 任 取 一 个 与 第 一 次 从 另 
外 的 аа ДЭННЩ, H e(c-+1 一 力 个 ， I 
类 似 地 , ОЖ (0+1) PERA. АВЖ а(а—1) 个 
样本 点 ,QB tab 个 样本 点 . 
ТАБАКА 


РСА) =Р(В)= 


а, 
му с apo 
PGD = ыы 


РОВ = но Bb 


Ра 1В)=Р(АВ)/Р‹В) = 


«2 ТРО, 


PEIB) =P(CB)/P(B) -——r* PG). 


在 不 放 回 抽样 时 ， 第 一 次 取 球 的 情况 对 第 二 次 取 球 的 情况 有 
影响 ,所 以 , P(A|B)=P(A), P(O|B) = P(O). 
Сн), 妈 假 定 每 次 取出 球 后 放 回 . 
-在 这 种 情形 下 ,样本 点 是 从 a+ b 个 球 中 伍 取 两 个 的 可 重 
ЯН, Жит а" 个 . 
卫 中 样本 点 是 第 一 次 从 4 个 白 球 任 到 一 个 与 第 二 次 从 
一 44 一 


ec 十 8 个 朱 任 取 一 个 排 成 ,有 elab :一 ш 

所 中 样本 点 是 第 二 次 从 @ 个 白 球 任 取 一 个 与 第 一 次 区 
аъ 个 球 任 取 一 个 排 成 ,有 a (ab). 

ЗЕ, ОН b(a+ b) ЖЖ, ABH a A PEE 
OBH ab 个 样本 点 . А А 

于 是 按 古 典 概 型 求 得 т 


25 -—” 
Р(АВу= 


To EDE POB 2 - 
_ P(AIB) = 


zP, P(C|B = =P. 


由 于 放 还 抽样 ， в. ТЕ ша 

影响 , 所 以 有 上 面 得 到 的 缚 论 ， 2 ша 
定理 1 АРНЕ `. 
РСАВ) = POAYP(B). ~、 

DE] жалват; РОВ) >08, 

РАВ) = Р(А|В)Р(Ву=Р(А)Р(В); `. 
当 P(B) -0 时 , О<Р(АВ)<Р(В)=0, bE ~ 
Р(АВу=0=Р(А)Р(В), 2: 7 

反之 , 若 Р(АВ) =Р(А)Р(В), ШЗР(В) >08; == 


P(A)= Т PASS S 


BELKAN B 独立 ; 当 4 РСВ) =0 i}, 按 定义 也 有 4 В В 
жї. 1 

iwi 4 对 如 独 剖 当 且 仅 当 了 对 4 处 立 ; 

DEJ 4A B S ӨР(АВу=Р(А)Р(ВуөВ Xt A I 
x. | - - - 
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由 此 可 见 事件 4 和 加 之 间 的 独立 性 是 相互 的 ,以 后 就 说 
А, ВУ, 
推论 2 ЖА Бу ША, ВУ, А, ВМ, Л. B 
独立 . 
DE) 这 里 只 证 4、 巨 独立 ， 其 余部 分 留 作 习题 ， 由 定 
理工 知 只 需 证 明 P(4B) =P(4)P(B). 
Р(АВу=Р(А—АВ)-Р(Ау—Р(АВ), 
B 4, Вз, Р(АВ) -Р(ФР(В), 所 以 
Р(АВу=Р(А) -Р(А)Р(В) 
=Р(А)(1-РСВ)) POPO, 1 
[012] ПЕЈК ABCD KEB BR — A K E 
IRE. ФЕ, F, G, НЕЕ 


инет д (ана 140). 
ГИЯ ZTE РЕН 
z 4FED в”, 
И | MERE ATEREAK 
АВ@Е Ñ”, 
c 


M, 表示 事件 :“ 点 子 落 在 三 角形 
图 1-10 ABD р”. 
RA М, М», M, 两 两 之 间 是 否 独立 ? 
解 ， 这 是 一 个 几何 型 随机 试验 ， 可 以 得 出 有 关 事件 的 概 
(ЖИ ABOD 的 面积 为 用 
РМ) = PM) =PO) =1⁄2, 


Р(М,Му=-4- GEW АРОЕ ВИ, 


Р.М) - (808 AFOD KHB), 


= 46 = 


РМ, М») - В (ФИФ ABOE 的 面积 ). 


利用 定理 УВЕ Н M, М» 独立 | М, М, ЖЖ; Ma, Ма 
不 独立 . 
在 实际 问题 中 ， 往 往 对 两 个 事件 А,В, 按 其 实际 意义 来 
看 彼此 是 否 有 影响 , 从 而 判断 其 是 否 独 立 ， 若 两 个 事件 独立 ， 
就 可 以 由 两 个 事件 概率 的 乘积 来 确定 事件 乘积 的 概率 . 
{ 例 8】 甲乙 两 人 对 同一 目标 射击 , Piit Hin BJ Ж Ж 
是 0.9, 乙 击 中 目标 的 概率 是 9.8, 甲乙 两 人 各 射击 一 次 ， 试 
求 击 中 目标 的 概率 . 
解 ;:“ 击 中 目标 ”事件 C) 就是“ 甲 击 中 目标 ”事件 4) 或 
“ 乙 击 中 目标 "(事件 B), ШО-А-В, FE 
Р(бу=Р(А+В)у=Р(Ау+Р(Ву- P(AB). 
因为 甲 是 否 击 中 目标 不 受 乙 是 否 击 中 目标 的 影响 , 所以 А, В 
独立 ,因而 有 
P(AB)= Р(А)Р(В) -0.9х0.8=0.12, 
P(O) =0.8+0.9—0.72=0.98, 
事件 独立 的 概念 可 以 推广 到 任意 有 限 多 个 事件 上 . 
定义 ?个 事件 41，4s,…， A. 称 为 相互 独立 ， 如 果 对 
于 其 中 任意 m 个 事件 Au s Ain A 
Р(А,А,--А,,) = РСА.) --РСА,,), 
ISKALL Linn, l<m<n. 
ERRE 2 一 4 一 1 个 等 式 ; (2 
Р(А,А,) = РСА)Р(А), 


以 三 个 事件 为 例 ，4，4a， А, 相互 独立 ， 要 求 下 列 四 个 
等 式 成 立 : 

РСА. Аз) = PANPA), P A А5) ~ PDPA), 

Р( 424) = P(A PA), 

Р(А, 44а) = РСА) P(A) P(A). 

需要 注意 的 是 营 事 件 A, Aan, А, 两 两 独立 ( 即 其 中 
每 两 个 都 独立 ), 并 不 能 导出 它们 相互 独立 ， 我 们 可 以 举 出 下 
НЮ. 

ША] R= io, os, оз, оз} 是 等 可 能 的 , BI 

Рыр-т G=t 3,38, 4). 

& Alo, о}, B= (ov, оз}, O = fo, ом}, 


有 РСА) РСВ) Р(0)- +, 
PAB) = РСА) PBO) =P Uuh = T 


=Р(4)Р(В) = Р(4)Р(0)-Р(В)Р(0), 
因而 事件 А, В, С 两 两 独立 。 然 而 它们 却 不 相互 独立 ,因为 


PC4BC) = Poh) -F A= PPBP O), 


ща Е 

推论 8 ШЖ A, Аз, +, A. 相互 独 立 ， 那 末 其 中 任意 
翁 个 事件 也 相互 独立 . 

推论 4 如果 事件 A, Aa s, A 相互 独 立 ， 则 将 其 中 
任意 个 事件 换 成 对 立 事件 仍然 相互 独立 , 即 有 А, А», Aa 
HAAY, Л, Яз, Аз, =, А„ 相互 独立 , +, Д Дь +, 
Аа, АМН, Аз, Яа, tu А, 相 互 独立 ， 等 等 ， 一 般 
Ж, 
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Аз, eg 2, ө, Ам, ө, Ж, +, Аһ 
相互 独立 ， 

DE) 我 们 只 沉 证 明 将 任意 一 个 事件 换 成 对 立 事件 仍然 
相互 独立 ， 因 为 反复 运用 这 -结论 即 可 得 出 将 任意 个 事件 换 
成 对 立 事件 的 结论 . 

又 不 失 一 般 竹 ,我 们 只 需 证 明 

А Áa, 9, 4, 
相互 独立 ， 为 此 我 们 只 需 验证 
Р(А АА) = P(A P(As) PA). 
事实 上 ， 
РОА А) РОСА) —Р(АуА An) 
= РСА) РСА) = PAD PAN EP An) 
= (1-Р(А))Р(А,) (А) 
=P (AY P(A) РСА), 1 

独立 是 概率 论 的 一 个 重要 概念 ， 下 面 看 看 它 在 概率 计算 
中 的 应 用 . - 

【 例 呈 ”对 同一 目标 进行 三 次 射击 ， 第 一 、 二 、 三 次 射击 
的 命中 概率 分 别 是 0.4. 0.5. 0.7, 试 求 在 这 三 次 射击 中 恰 有 
一 次 命中 的 概率 . I 

Ë. “和 恰 有 一 次 击 中 ”( 用 4 表示 > 是 指 第 一 次 命中 (用 А. 
表示 ) 而 第 二 、 第 三 次 都 落空 了 ,或 第 二 次 命中 《用 A 表示 ) 
乔 第 一 、 第 三 次 都 落空 了 ， 或 第 三 次 命中 (用 A 表示 ) 而 第 
一 ,第 二 次 都 落空 了 ,所 以 

A= АүЯзйз+ ArAnA + ЙуйзАз, 
出 于 三 次 射击 是 独立 的 ，41，42，4 独立 ， 利 用 可 加 性 各 独 
立 性 
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Pd)=P(didsds 二 Pd4 A) --Р(Я. 443) 
= РСА) PA P Aa) +P(A) P(A) P(A) 
HP (DPD P A 
=0.4x0.5x0.3+0.6x0.5x0.3 
-0.6х0.5х0.7=0.36, 

【 例 6] 一 个 元 件 能 正常 工作 的 概率 叫做 这 个 元 件 的 可 
靠 性 ， 由 元 件 给 成 的 系统 能 正常 工作 的 格 率 叫做 系统 的 可 靠 
Ж. 设 构成 系统 的 每 个 元 件 的 可 靠 性 均 为 "0<<r<TD)， 且 各 
元 件 能 否 正 常 工作 是 相互 独立 的 ЖЫ 2n(n> 1) 个 元 件 按 
照 下 面 图 示 的 两 种 联接 方式 构成 两 个 系统 ， 试 求 它 们 的 可 靠 


性 ,并 比较 两 个 系统 可 靠 性 的 大 小 . 
系统 二 系统 ГГ, 
A. А А A, а 1 Aa L 
十 Be в 上 4 BH HP и BaH 
а и 图 1-12 


解 ， 先 讨论 系统 I， 它 有 两 条 通路 , 每 条 通路 正常 工作 ， 
当 且 仅 当 该 通路 上 各 个 元 件 都 能 正常 工作 ， 帮 这 两 条 通路 的 
НЯ 

P(A)= РА Ан) =. PDP Аз) РА) = r, 

P(B) =Р(В,Вь--В,) = P(B) PO) PB) =з", 
(这 里 A= Adr А», B=B BaB, W A, B, Я 
件 “ 相 应 的 元 件 能 正常 工作 ”). 由 于 系统 工 是 由 两 条 通路 并 联 
而 成 的 , 它 能 正常 工作 , 当 且 仅 当 至 少 有 一 条 能 正常 工作 ， 因 
此 系统 工 的 可 车 性 为 
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В=Р(А+Ву-1—Р(А+Ву-1—Р(АВ) 
=1—Р(ДА)Р(Ву=1—(1—т")# 
mr. 

对 于 系统 П, 每 对 并 联 元 件 的 可 靠 性 为 
РС) = P(A+By3=1- P(ADP(8B) 
=1—(1—т)%=т(2—т), 


这 里 0;= А +В, ЖАН НОЕ НИШАН. Br 以 
ЕВЕ 


Ros P0070) = P(ODP (O) P(O) 
=" г)". 


从 所 得 的 结果 看 出 , 系统 了 (表示 增加 通路 ) ЧЕН 


系统 11 (表示 采 用 附 坊 元 件 ) 的 可 靠 性 都 比 单条 通路 大 . 


上 上面 现 个 系统 都 是 由 2n 个 可 靠 性 相同 的 元 件 构成 的 , 但 


R> RA 可 用 数学 归纳 法 证 明 ) ,因此 系统 11 比 系统 工 的 可 区 


Ех. 
习 题 六 
1. 884) EPA) Да SERRA B Ух; 


с) ЖАБЕВНИ ВУ, ДГ РСА) =0 st 1, 


. Ж P(A)>0, PUB)>0, N A, ВАН А, ВУЛЕ 


RE. 


‚ 已 知 = 个 事件 两 两 独立 , 但 不 能 三 个 同时 发 生 , 假设 它们 有 同一 概 


Ж z, ARE RATEN. 


4. А, Ву, P(AUB)=0.6, P(A) =0.4, P(B) =? 


Н А, Аш, …， A, АЯУ А ти? 


个 等 式 成 立 : 
PCOs 
Ek (= A С, 


=Р(Су)Р(С.)--Р(С,), 
=l, B n, 
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第 八 节 a ENS ERIE 


将 某 一 试验 (如 投 硬币 试验 》 独 立地 重复 进行 % 次 ( 投 % 
次 硬币 ) 是 概率 论 中 广泛 讨论 的 一 类 随 祝 试验 ， 只 考 虚 两 个 
可 能 结果 的 试验 称 为 由 如 里 (Bernoull 试验 (如 投 一 个 便 币 
观察 出 现 正 反面 的 试验 ， 射 击 一 次 观察 是 否 命中 目标 的 试验 
等 )， 将 一 贝 努 里 试验 独立 地 重复 呈 次 的 随机 试验 称 为 到 £ 
贝 努 里 试验 ， 在 本 池 中 我 们 讨论 如 何 确定 % 重 贝 努 里 试验 中 
事件 的 概率 . 

先 结合 一 个 例子 来 讨论 . 

СЯ] 茶 门 炮 向 目标 射击 一 次 , 命中 的 概率 为 p, 问 这 
门 炮 向 目标 独立 射击 四 次 , 恰好 命中 两 次 (事件 В) ЖЕ 
多 少 ? А 

№. 这 个 问题 中 的 随机 试验 是 “向 目标 独立 射击 4 次 ( 即 
4 次 独立 试验 )”, 它 的 样本 空间 О НТУ] 2° =16 个 样本 点 组 
B: 

(0, 0, 0, 0), 

(0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0), 

(0, 0,1,1), (0, 1, 0, 1), «0, 3, 1, 0), (1, 0, 0, 1); 

G, 0, 1, 0), (1,1,0, 0), 

(0; 1, 1, D, G, 0, 1, 1), G, 1, 0, 1), G, L 1, 0), 

ü, 1, 1, 1). 
其 中 “0” 代表 “未 命中 ”， “1” 代表 “命中” (Q, 0, 0, DR 
“第 一 、 第 四 次 命中 , 第 二 、 第 三 次 未 命中 ”等 等 。 由 于 样本 点 
只 有 有 限 个 , Q 的 每 一 子 集 都 作为 事件 《 邮 取 事件 域 I 包含 
从 的 一 切 子 集 ). 


= вә = 


设 A, 者 示 事件 “第 Ийин” 9-12, 8, 4), WAER 
事件 分 别 可 表示 为 ， 
AAAA, 
AAs Azda, ArdoAsAa, ААА А, Аалаа, 
AidsAsds, AidadsAs, ArdsAsAa, А.Д, 
Aidsdadls, Аз А, Ав Йа, 
A1ds A.A. ArAs ds As, Ar4sA A. ААз Ау +, 
А, As Аз, 
根据 问题 的 实际 意义 ,这 个 随机 试验 中 的 概率 书 满 足下 
述 两 个 条 件 : 
Gi) P(A) -p (因为 已 知 在 一 次 射击 中 命中 的 概率 为 
p), i=1, 2, 3, 4. 
: (11) 4, As А, А. 独立 (因为 试验 是 独立 的 , 各 次 试 
验 下 的 事件 相互 独立 )- 
于 是 ， 由 概率 的 定义 及 条 件 (i)，(ii)， 可 以 确定 出 各 基 
本 事件 的 概率 ,从 而 确定 出 所 有 事件 的 概率 ; 
P(AAsAsAY) = Р(А)Р(А)Р(А)Р(А) =, 
Р(А4.;АзА544) = РОЯ) PA) PA) PA) =рё, 
类 似 地 ， 
P(AAsAsAs) = РОЯ, АДА) = РОЙ: АьАз Аа) = pg", 
Р(А, А.А, Аа) = Р(А:АзАь Ач) =". 
= РО, AAA. = g, 
P(A,A,A A) = РСА. Аз Аз А) = РА, А» Аь А.) 
= РСА, 42434) = zg, 
PCL AA, AD =Z, 
йт я=1—р, 


д 
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РОВ) = РОХ АЗАА PG A AAJ + 
PA AAsA -+ РА, A А) 


_ А 
+P(Ardadsda) + Р(А,А; А, Ha) \ Ja) 


(ie 
see, 


以 上 是 一 个 4 重 贝 努 里 试验 的 例子 ， 利 用 完全 类 似 的 方 
法 可 以 得 出 一 般 风 重 贝 努 里 试验 中 的 结论 ， 

妈 重 员 努 里 试验 是 具有 下 述 两 个 特点 的 随机 试验 ， 

GQ) 试验 的 内 容 是 重复 # 次 某 一 试验 ， 每 次 试验 有 两 个 
可 能 的 结果 : 4 (0 成功)，41 失败 ) 且 

Р-р, Р(2)=1—р=9, 

与 试验 的 序号 6 无 关 ; 

(D) п 次 试验 是 独立 进行 的 ( 即 每 次 试验 结果 出 现 的 概 
率 不 受 其 它 各 次 试验 结果 的 影响 )， 令 A, 表示 事件 “第 次 
ЖД”, M Ar …，4 独立 . 

在 n 重 贝 努 里 试验 中 , 事件 В. En ИЮНЕ 
次 成 功 的 概率 


ра) (рет, b=0, 1, ==, n, 


Ж» ЖИ ЗДЕР, n 次 试验 是 同一 试验 的 % 次 重复 ， 
如 例 工 中 ,向 一 门 炮 独立 地 射击 4 次 ; 不 过 也 可 以 应 用 到 ?次 
不 同 的 独立 试验 , 只 要 每 次 试验 中 "成 功 "的 概率 相同 ， 例如， 
4 门 炮 独立 地 各 向 目标 射击 一 次 ， 如 果 每 门 炮 命中 的 称 率 相 
Квиет ENSAR. 

[#12] AAB84108 7835689 如 果 每 台 机 
床 的 使 用 情况 是 互相 独立 的 ， 且 每 台 机 床 平 均 每 小 时 开动 12 
分 钟 , 问 全 部 机 床 用 电 超过 48 千 素 的 可 能 性 有 多 少 ? 
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解 ， 在 任 一 时 蓝 ,任何 一 台 机 林 有 “开动 “你 上 "两 种 状 
态 , 用 4 表示 “第 台 机 床 开动 ”, 则 3, т. АКЕ 
1”. ав, Рл) 12-002, PA) ~0.8， 用 及 表示 
“АШ k АДИЙ ЕВ”, М 
РОВ 75 Я) = РСВ.) = (0.2) = 0.0000001, 
РОВ 67.5 T.) = Р(В,) = (а x (0.9)9х 0.8 


= 0.000004, 
PC s 60 FR- P(BO = (3) x (0.235 (0.8) 
一 0.0000737， 
РОН i 52.5 И) =P(B) -( (0.2)тх (0.8)8 
一 0.0007864， 
POR 45 +R) = P(B.) -(5) x (0.2)°x (0.8)! 
—0.005505, 
所 以 ， 
也 (用 电 超过 48 FT) =P (Вы) +Р(Б)-+Р(Б)+Р(Вд 
=0.0008644221/1157. 
ийлей, PERIS 千 巨 ， 超 载 的 可 能 性 只 有 1/1157 (ШИШ 
当 于 20 小 时 约 有 工分 钟 发 生 超 才 ) 

在 概 华 论 中 还 讨论 更 一 般 4 次 独立 试验 ， 称 为 次 独立 
REM n 午 贝 努 半 试验 是 勾 次 独立 试验 概 型 的 一 种 特殊 
情形 。 在 多 次 独立 试验 概 型 中 ,不 要 求 各 次 试验 中 成 功 的 概 
此 相同 ,每 次 试验 也 可 以 不 内 考虑 两 个 可 能 结果 ， 一 般 情况 
有 虽然 复杂 一 些 ， 但 问题 的 解法 还 是 类 似 的 ,第 七 节 例 3. 015 
就 是 这 种 情形 ， 


习 题 七 


І. 10 名 射 于 命中 吾 都 是 + 向 同一 旭 标 彼此 独立 地 省 射击 一 次 ， 试 


Ж 


(1) 30 人 中 全 没命 中 目标 的 三 率 ; 

D 险 有 一 人 命中 目标 ; 
(3) 至 少 有 两 人 命中 四 Я 

2. -工人 看 管 三 台 机 床 ,在 一 小 时 内 机 床 不 需要 照顾 的 概率 第 一 全 
是 0.9, 第 二 台 是 0.8 小 时 的 过 程 中 ， 试 求 ; 


少 发 生 一 次 的 报 率 等 于 65/81， 求 事件 4 在 一 次 试验 中 出 现 的 概 

4， 设 有 了 两 架 高 射 炮 ,每 一 架 击 中 飞机 的 概率 都 是 0,6， 试 求 同 时 射击 
一 发 炮弹 而 命中 飞机 的 氢 率 是 多 少 ?又 车 一 架 敌 机 受 犯 , 要 以 99% 
的 概率 击落 它 , 问 需要 多 少 架 高 射 炮 ? 

. 82 (Banach) AM: 某 数 学 家 有 两 盒 火 柴 ， 每 一 合 


a 


РЕН n R. 
每 次 使 用 时 , 他 杠 任 一 盒 中 任 取 一 根 ， 问 他 发 现 一 盒 空 而 另 一 盒 还 
ЖЖ 


第 九 节 最 简单 流 


一 种 观察 对 象 在 时 间 进 程 中 随机 地 重复 地 出 现 ， 人 们 把 
这 种 现象 称 做 流 ， 一 个 电话 交换 台 收 到 的 用 户 的 呼唤 形成 一 
Айй, 到 某 商店 去 的 顾客 形成 一 顾客 流 , 纺 纱 机 上 上 的 断 头 
形成 断 头 流 , 放射 性 物质 放出 的 质点 形成 质点 流 , 等 等 ， 流 的 
Bf ЕНЕ, ATERI, 以 呼唤 流 为 代表 , 实际 所 指 
ЭБЛЕ. 在 一 个 流 中 , 对 象 的 到 来 或 琉 或 密 带 有 
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随机 性 ， 人 们 常常 关心 的 是 在 一 段 时 间 内 收 到 一 定数 量 的 呼 
史 ( 例 如 “ 收 到 记 次 呼唤 ") 的 概率 ,对 于 满足 一 定 条 件 的 流 , 这 
些 事件 的 概率 是 可 以 确定 出 来 的 ， 

现在 我 们 讨论 具有 下 述 性 质 的 流 . 

(i) 平稳 性 ”在 时 间 区 向 (a, att] рс Б КЕРЙ] 
概率 只 与 时 间 区 间 的 长 度 有关 ,而 与 时 间 的 起 点 无 关 ， 因 
此 ,我 们 可 以 用 P, G) S EB a| БАЈ (a, atil 内 收 到 天 次 
呼唤 的 概率 , 而 不 需 指 明 时 间 起 点 . 

Gi) Б (а, vc 二 人 内 只 出 现 有 限 多 次 呼唤 ， 
PD =1, 

B Po 人 不 恒 等 于 工 (否则 意味 着 在 任意 长 的 时 间 区 间 内 都 实 
际 上 不 出 现 呼唤 , 这 种 流 显 然 没 有 什么 实际 意义 ) 

Gi) 无 后 效 性 ”在 不 相交 的 时 间 区 间 内 收 到 的 呼唤 次 
数 相互 独立 , 即 对 任意 % 个 互 不 相交 的 区 间 аз, bil, (аз, ba], 
+=, (a, 4] 及 任意 非 负 整数 如, k. o ka ЗЕ В, а, bi], 
“ХЕ (а, БСВ t, КРИ 2,…, 四 相互 独立 ， 

Gv) 普通 性 


У) Р,(48) =o (a) 2 


ЯР) 
MW аа р 70. 
ЗЕНА ЧИ Ар Н (т, HAJEE, RE L 
次 以 上 呼唤 的 概率 是 At 的 高 阶 无 穷 小 , 因而 在 任 一 朋 间 发 生 
ТАН ЕР E: SE BAS ARERI. 
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满足 条 件 (i) ~ 《iv) 的 流 称 为 治 松 (Poisson) 流 或 最 简单 
Ж, 
下 面 我 们 对 泊 松 流 来 确定 出 Ро. 
首先 , РСА {的 单调 下 降 函 数 ， 并 县 由 无 后 效 性 及 平 
稳 性 
Ры) = Ро) Pole), t, >90. 
利用 本 节 结 尾 给 出 的 引 理 , 知 
Рф =, e 
其 中 0<6<1. 
ЖЕ 0=-Po(D=1. 否则， 由 (D, P.(O=1, 与 条 件 
ст. INEA 00, WW, Н (0), ЕЖ >o, 
PG) =0, 


ЖООШ 
вхо -PD PD P. (2) Ру) 
ее 


因而 Рф -0 120, 
нй. 

这 样 就 知道 0<9<1, EEAO, O=, RAD 
得 到 

Ре) = e, ® 

ЖРО. ЕЕ (0, 1) АН РК НЕ 
率 ,将 (0, ЯВ 个 等 长 的 互 不 相交 的 子 区 间 ，w> 妃 设 

A ERMEER RATRAT, 各 恰好 出 现 工 次 呼唤 


ШЕКА -k ТУК ТРА", 
4 表示 事件 “至 少 有 一 子 区 阅 内 出 现 一 次 以 上 呼唤 ”， 
4 表示 事件 “在 (0, ПНВ Ki”, 

则 P.G) =Р РС, Аа), (3) 
分 别 讨论 РСА) РСА Аа), 


ras (om Le, 
而 由 (2) 及 普通 性 , 当 m->oo 时 
[P(E е неа, 


[697 B G) 8 aa 


l 
> 
je 
+ 
° 
一、 
ajs 
L 
= 
= 


~ +o (01. 
# P(41)-e u D ма-а EED to], 


即 o 
Piao GDL (эзо), 网 


其 次 , РОЛ Аа) РСА), P(A) 是 ?个 子 区 间 至 少 有 
一 个 出 现 1 次 以 上 了 呼唤 的 概 府 ， 而 在 一 个 指定 的 子 区 词 内 出 
现 1 次 以 上 呼唤 的 概率 为 


rafi (и) Р) 0). 


一 59 一 


所 以 


- S Р, (+ 
Paa È Р, (890, (воо), 
w 
因而 
Р(А,А,)-90 (т-эоо), (5) 
ЖН (3), (4), (5), 最 后 我 们 得 到 
Руф) “lim(P (AD +P(A Ay е" DD, 


从 所 得 的 结果 我 们 看 到 , 在 泊 松 流 中 , К МХ 
内 发 生 大 次 竖 唤 的 概率 依赖 于 一 个 参数 和 只 要 将 的 什 确 
定 出 来 ， 所 求 的 概率 就 完全 确定 出 来 ， 和 的 意义 将 在 以 后 看 
到 (参看 第 三 章 , 第 -- 节 , ИТ, 它 表 未 在 单位 时 间 内 收 到 呼 
响 的 平均 次 数 . 

在 确定 了 ;C2) 的 过 程 中 用 到 一 个 引 理 ,现在 叙述 如 下 : 

5138 FJ) 是 一 连续 函数 (或 单调 函数 ), 且 对 一 切 
т, 4 (或 对 一 切 0220, 0220) 


Foto =) (6 
则 А 

Қа) =, © @у 
аро, - 


[ж] #0), 
| ro [EN >o. 
由 66) 还 容易 导出 
Рб аа Ба) =f бал) (а) у (ам). 
ФА О) а, 则 有 


一 eo 一 


BG 3478 8 m, n, 


т "т 
А). 
这 样 就 证 明了 (7) 对 一 切 正 有 理 数 成 立 . 
对 于 任意 实数 42>>0, 取 有 理 数 序列 (ry. (sy, 
ТТ TR 
$17207 i с, 


OLEE, lim r, = Шз, =, 


当 FORRAR (UR — НЕ, 设 为 单调 上 升 函数 ) 时 ,有 
e= lim f (л) (а) <lim f (s) = 6", 
当 f(z) 是 连续 函数 时 ,有 
JG) = limf (8) = e, 
这 样 又 证 明了 (人) 对 一 切 正 实数 成 立 ， 
由 (6), /(0)=/(0)/(0), FO) =0 或 1 前 一 情形 下 ， 
До =) 一 0; 后 一 情况 下 ， 


1-9 O os 
те, 0) а, 
MADRE 1 


мя а 


1. 把 10 本寺 任意 放 在 书架 上 , 求 指 定 的 3 本 韦 放 在 一 起 的 县 率 , 

2. 有 7 个 球 , 7 个 合子 , 每 个 球 以 要 泣 的 朗 率 落 人 每 个 念 子 , 试 求 7 个 
盒 中 球 数 依 次 为 2 0, 3, 1, 0, 1, 0 的 概率 

3， 一 个 分 子 从 不 点 出 发 在 数 轴 上 游 动 四 步 ,每 次 游 动 一 个 单位 长 , 向 
左 向 右 的 机 会 相等 , 试 求 经 过 四 步 游 动 分 子 在 原点 的 法 率 ， 

4, ARRA IAHR п ЕА оа, НЕН Ха 
mn КУК 
а) ња А, т AR т 个 红 求 的 概率 ; 
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16. 


ЛИ 


O БНА ЗВ, m В, na 个 红 球 ， 并 且 同一 颜色 的 球 过 
ЭНЕ 

《3) 先 取 出 去 个 白 球 , 再 取出 mi 个 黑 球 ,最 后 取出 74 个 红 球 的 概 
#, 

从 6 双 不 同 的 手 赛 中 任 取 4 只 , 试 求 恰 有 ~- 双 配对 的 概率 。 


求 4 个 随 税 数字 中 


《1》 全 不 相 问 的 概 : 
D ВАЛ; 
(8) 有 三 个 相同 的 概率 . 


етти, п ЕВ (теп), 将 球 逐 个 取出 , 等 次 不 返 


E], Ня MIRAR. 


тА, n 个 黑 球 ,将 球 逐 个 取出 ,每 次 不 返回 , 试 求 在 


第 + 次 取 到 第 个 红 球 的 概率 (1<h<m, Orkan), 


з DER, 3 个 白 球 , 6 а. LERRA 5 个 红 球 ， 


3 个 自 球 , 2 ЕЖ. ДАЧЕ Ж, LRRER В, i 
* 

@) 3 个 球 颜色 全 同 的 概率 ; 

O) 8 个 球 颜色 全 不 问 的 概率 ， 

在 冯 个 相同 的 球 上 分 别 写 上 号 码 1, 2, …, М, ЕН. 
Айт око М), НЕ 1 个 , 记录 下 号 码 然后 放 回 , 斌 
求 依次 记 下 的 号 码 按 严格 上 升 次 序 排列 的 概率 . 


， 在 上 题 中 , 试 求 依次 记 下 的 号 码 接 不 降 次 序 排列 的 概率 ， 
在 第 10 题 中 对 任何 # Ж1<В<М, R 


а) ETORRA EH k WE 
(2) 记 下 的 最 小 号 码 为 的 概率 ， 


пил NAE GN), АИ АЕНА 


L 试 求 没有 空 使 的 福 率 。 


‚ Эро ТЖ, 用 有 返回 方式 抽 球 一 直到 每 个 球 至 少 被 抽 


一 次 ， 试 求 抽 球 次 数 为 N (N> ny RAR, 
|, ЖАНРЕ. ВИАН ЕЖИК 
HREH S, RAR ARPER R, 乙 胜 的 


а, СЯН 
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ER, 

16， 甲 和 乙 比 赛 射击 , 每 进行 一 次 隆 者 得 一 分 ， 在 一 次 射击 中 ， 甲 驻 的 
概率 是 a, 乙肝 的 概率 是 5， 射击 进行 到 有 一 人 超过 对 方 2 分 就 停 
止 ,多 得 2 分 者 为 胜 ， 试 分 别 求 甲 获 胜 的 概率 和 乙 效 胜 的 概率 . 

17， 甲 , 乙 \ 再 三 人 按 下 面 规则 进行 比赛 ,第 -局 由 申 , 乙 参加 ， 丙 轮空 ， 
委 二 局 由 第 一 局 的 优胜 者 和 丙 参 加 , 第 一 局 的 失败 者 纶 空 ， 比 赛 用 
这 种 方式 一 直 进行 到 其 中 一 个 人 连 胜 两 局 为 止 ， 连 胜 两 局 者 为 整 
场 比 赛 的 优胜 者 ， 壳 甲乙 、 丙 胜 每 局 的 机 率 各 为 2, Коа Я 


ЖЕН aka Ф >? 
18、 从 数 轴 上 随机 地 取 表示 这 个 点 的 坐标 。 РЕЗ г, 用 
А. ЗЕ (6а), RAF ff Al оо а +оо) 表示 下 列 事 
Ф. 
laagd), {655}, {т< {<Б}, (£ <+), {>с}, 
Ж а, 2 是 企 这 指定 的 实数 。 


第 一 章 小 结 


概率 论 的 研究 对 象 是 随机 试验 中 的 随机 现象 ， 梳 率 论 交 
基本 概念 有 着 丰富 的 现实 背景 ， 记 以 结合 直观 含义 来 理解 概 
念 非常 重要 
重复 试验 是 认识 随机 现象 规律 的 重要 途径 之 一 ， 让 重复 
试验 中 事件 出 现 的 频率 是 一 个 重要 概念 ， 它 为 概率 概念 的 形 
成 提供 了 一 个 直观 依据 

Жа О, 事件 (事件 域 2) 与 概率 也 是 概率 论 中 最 
基本 的 概念 ， 在 概率 论 中 用 (0, Z, 了) 一 一 称 为 概率 空间 ， 
来 撒 述 随机 现象 ， 概 率 论 的 一 般 理论 就 是 在 一 个 任意 给 定 的 
概率 空间 上 展开 的 。 分 析 具 体 问 题 时 需要 明确 样本 空间 , 事 
作 域 , 并 确定 出 概率 ， 但 在 许多 场合 下 我 们 假定 有 关 这 个 具 


体 问题 的 概率 空间 存在 , 这 时 , 也 可 以 不 指明 烽 率 空间 的 具体 
结构 而 讨论 某 些 性 质 或 计算 某 些 慨 率 ， 如 第 六 节 中 推导 全 概 
率 公式 ,第 九 节 中 确定 РИА, 

概率 的 公理 化 定义 规定 了 概率 的 基本 性质 不同 的 随机 
试验 中 , 朗 率 的 具体 形式 和 数值 不 同 , 需 结合 随机 现象 的 特点 
来 确定 ， 在 本 章 中 讨论 了 四 种 常见 的 类 型 : 古典 型 、 几 何 型 、 
6 次 独立 试验 及 泊 松 流 ,确定 出 这 些 随机 现象 中 事件 的 概率 . 
这 四 种 类型 的 随机 试验 概括 了 相当 广泛 的 实际 问题 ， 共 有 重 
要 的 应 用 。 

独立 性 概念 在 概率 论 中 具有 重要 地 位 ，% 次 独立 试验 概 
迎 就 是 基于 独立 性 概念 建立 起 来 的 ， 对 于 独立 试验 的 研究 ， 
在 概率 论 中 有 许多 重要 的 结论 , 在 第 四 章 中 可 以 独到 一 些 . 

引入 条 件 概率 可 以 使 我 们 更 好 地 理解 独立 性 的 含义 ， 另 
和 外， 当 讨 论 不 具有 独立 性 的 现象 时 ， 条 性 概率 是 一 个 重要 工 
Ж, 例如 用 概率 的 过 法 公式 可 以 解决 许多 概率 计算 的 问题 

这 一 章 是 全 书 的 基础 ， 事 件 , 概率 , 事件 的 独立 性 这 些 某 
本 概念 将 贯穿 全 书 各 章节 ， 学 过 这 一 章 后 应 当 熟 悉 事件 的 运 
Ж, 概率 的 性 质 , 应 当 理解 事件 独立 的 含义 。 
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第 一 节 ”随机 变量 及 其 分 布 函数 


在 随机 试验 中 ， 我 们 的 观察 对 象 常常 是 一 个 或 若干 个 随 
机 取 值 的 量 ， 观 察 的 目的 是 要 了 解 它们 取 各 可 能 值 或 在 各 个 
范围 内 取 值 前 概率 ， 在 第 一 章 中 我 们 已 经 见 到 许多 这 样 的 问 
题 ， 在 产品 的 抽样 检查 中 ,我们 要 观察 的 是 扯 出 的 样品 中 次 
品 的 个 数 $， 并 且 希 望 知 道 ，“ ШЫНА”, “EUP b 0648” 
(&=0, 1, 3) 等 事件 的 概率 ， 在 ”次 独立 试验 中 成 功 的 
次 数 凤 也 是 一 个 随机 取 值 的 量 ， 我 们 所 关心 的 是 “六 取 值 p. 
ИЖ“ UR b МИН”, “a WEF Р НИВ? =O, 1, 2, у 
等 事件 的 概率 ， 在 几何 概 型 中 , 投 点 的 坐标 (8 $2) 也 是 随机 
取 值 的 量 , 在 这 种 试验 中 , 我们 希望 知道 “(81, EDEK A 
内 ”的 概率 。 岂 此 看 来 ,研究 随机 试验 中 随 视 取 值 的 量具 有 重 
НХ. 

所 谓 随机 试验 中 随机 取信 的 重 马 确切 地 说 , 指 的 是 样本 
空间 吕 上 的 一 个 函数 和 一 E(o)， 即 对 应 于 每 一 样本 点 wE Q, 
НИНЕ). ЕКВ, 若 出 更 了 样本 点 
о, ЕИН Оо); 由 于 在 一 次 试验 中 究竟 出 现 哪 一 个 样 
本 点 带 有 随机 性 ,因而 的 取 值 也 就 带 有 随机 性 、 对 于 样本 
空间 上 的 函数 上 我 们 关心 的 是 它 在 一 定 的 范围 内 取 值 的 事 
件 ,这 些 事件 可 以 明确 地 写 出 它们 的 集合 表示 ; 

{Esa} = {wif (u) =a}, 


1 <a) = talë) <a}, 
fe <£ <b) — fa |e<<£ (о) <В} 
Swiss Н 
P(£=a), P(€<a), Р(а<&<Б). 
POS ЖЕТ £ 了 到 值 的 规律 ， 因 而 掌握 所 有 这 些 概率 就 成 
为 我 们 研究 的 中 心 任务 . 
为 了 熟悉 上 面 引 出 的 概念 , 我 们 来 看 几 个 简单 的 例子 . 
СІ] 有 五 件 产品 ， 其 中 两 件 是 次 品 ( 用 а, ао М), 
= ЕЙ (H М, ba by З), 从 中 任意 取出 两 件 , 这 个 随 
机 试验 的 样本 空间 为 
О= {{а,, аз}, (ar, б}, (aí, ba}, (lai 63}, 
Ҳоз, ba}, Хаг, ба}, (as бз}, 
{ba bah, (bi Вз}, 1bs, Ba}}. 
н О Е НИЕ E, 则 二 是 如 上 的 一 个 函 
数 E=&(o)， 这 个 函数 可 具体 写 出 如 下 : 
0, що-{, ba}, (br Б}, (b, ба}: 
кы] Hoton Bh, f, Bb, (n, b), 
® es bY, (as, 59), (as, bes 
2, фф—{, a}, 
在 一 次 试验 中 : 车 出 现 了 样本 点 (a, be}, WERKE 1; 若 
出 现 了 样本 点 (bs b), MERRE 0, 一 般 , 若 出 现 了 样本 
Жо, 则 就 取 对 应 的 值 (w)， 由 子 在 每 次 试验 中 究竟 出 现 
哪 一 个 样本 点 带 有 随机 性 ,所 以 ,的 取 值 也 就 带 有 随机 性 . 
攻取 各 个 可 能 值 , 以 及 上 在 一 定 的 范围 内 取 值 等 事件 用 
符号 表示 如 下 : 
6—0} = {012(0) =0} 
= {fbn bah, dba, Вар, {Въ 63}, 


#=лр={®|&(ш) =1} 
= Ца, бз}, (a, бв}, {а б}, 
Хаз, Б}, (as, бз}, las, Бар), 
{$2} = fol (u) =2} = Ца, в}. 


等 易 求 出 它们 的 概率 
Р@=о)<-8, Р@=лу<-б„ Р@-й)--Ь. 


在 应 用 中 ,我 们 还 需要 知道 {<0}, {{<1}, (6-22), {6<3} 
等 事件 的 概率 , 注意 到 
(0) =, 长 < 二 = 长 =9， 
122) = {@=0}{ё=1}, 
{#<8} = {E= 0} U {E= 1} 04-2}, 


所 以 ， 
PE<O -0 PE<D -F 
Р@<®)--уу, РВ 


[#12] 在 % 次 独立 试验 中 , 令 为 % 次 试验 中 成 功 的 
ИЖ, 则 也 是 样本 空间 上 的 函数 ， 以 m=4 КРАЯ, Е 
本 空间 

0={(0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), 
(0, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1), 
(0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0), (1, 0, 0, 1), 
(1, 0, 1, 0), (1,1, 0, 0), (0, 1, 1, 1), 
(1, 0, 1, 1), (1,1,0, 1), G, 4, 1, 0), 
@,1,1,1)} 
(参看 第 一 章 , 第 八 节 , И). BREEK 
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r0, що (0, 0, 0,0%; 
W o= (0, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 0), 
@, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 0); 
12 Що (0, 0, 1,1), (0, 1, 0, 3), 
=i \0, 1, 1, ©), (1,0,0, 1), 
(1, 0, 1, 0), (1, L, 0, 0); 
\з, = 0,1,1, 1), G, 0, 1, D, 
(L, 1, 0, 1), Q, 1, 1, 0; 
[4 a=(, 1 1 D. 
我 们 感 兴趣 的 事件 是 ; 
40) -- {o (0) =0} = (0, 0, 0, OJ, 
{E -I = 49160) = 1} 
(0,0,0, 1), (0, 0, 1, 0), (9, 1, 0, 0), 
G, 0,0, O} 
16-2} {0|(0) =} 
(0,0,1, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 3, 0), 
@, 0, 0, 1), G, 0, 1, 0), G, t, 0, 0), 
{= 3} {0[ (9) -对 
ть, G, 0,1,1, G, 1, 0, D, 
G, 3, 1, OJ, 
(£= 4} -follo y (G, 1, 1, 0), 
如 果 在 每 次 试验 中 成 功 的 概率 为 p, тъ н REHA 
БИЯ 


веера, #-%1,2,3,4, 


— вв — 


ERREP, RNEER E ARDE AREK 
概率 ,如 

Р@<0)-Р@) =0, 

P(&€<1) = P(€=0) = (1—р)*, 


Ре<®- Ж PE- D(f a 
рез) 5-0 (раве, 
рес) ED- 


P(E<5)= $i (E-H) = $0 мар. 
此 外 ， 还 可 以 和 用 事件 的 关系 和 概率 性 质 得 出 专 落 在 其 
ЕК, M 
(ео 0) (WER, 


可 得 
P(E>2) =—1~P(é<2), 

又 由 

{1<@<8} ={ё<8}—{ё<1}, 1E<1} 5143}, 
可 得 

PASE<S) = P(€<8) — P(£<1), 

{Я 3] жално, 也 常常 考虑 其 它 的 随机 
了 斑 值 的 量 ， 如 第 工 次 试验 中 成 功 前 次 数 4z， 这 也 是 样本 空间 
上 的 一 个 函数 , 仍 以 4=4 的 情形 为 例 , 这 个 函数 具体 写 册 就 
是 


(0, що (0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1), 
00, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 0), 
(0. 9, 1, 1), (0, 1,0,1), 
(0, 1, 1, 0), (0, 1, 1, 1) 
11, Щщ o= (1, 0, 0, 0), (1,0,0, 1), 
(1,0, 1,0), а, 1, 0, 0), 
(1,0, 1, 1), G, 1, 0, 1), 
t G, 1, 1, 0), G, 1, 1, D. 
事件 {ua RRE І ИА НОЙ", Зна = 11328 
“第 工 次 试验 中 成 功 ” 它们 的 概率 为 
Ра =1) =р, Ри -0)=1—р, 
【 鲍 4] 在 会 面 问题 中 , 样本 空 
间 为 
Q= (s, g) 10<2<60, 0<у<60}. 
W £, пял, САЛА 
Ж, 则 它们 都 是 样本 空间 上 的 函数 ， 
El, WD =, (в Y= 
G, у) € Q. 


Е 
{<} = Ц, а, <} 
= ((, 内 |0<z<c 05560}, 
Жор 0<а<60, ЛИ, 


весь - Ке 010си, бочу чод} 


n2 
00° 
ща<0 Вр, {<a} =, Р(@<а)—0, 
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当 a>60 时 , (<a) =0, Р(#<а) =1, 


жЩ, 
0, 7 2<0; 
Ро). 0060; 
1, 当 6>60. 


ish, ЖЕЛЕП ë, п ЕЯ 
її, 还 要 知道 它们 合 在 一 起 在 平面 区 域内 取信 的 梳 束 ， 
我 们 将 在 第 四 节 中 讨论 ， 

вх RO, Z, 门 是 -给 定 的 概率 空间 # 2-60) 
анана гэная, BIHER a, 

全 < 可 = 人 oo EF 
ЕС, Mk EEA, Z, РЕНИ EE, 
对 任意 实数 ЗИРЕ ада 

OPES 
MARIER E WIPER, 
# Ef 1-4 中 ， 我 们 已 经 举 出 不 少 随 机 变量 的 实 
и. рай, ET RSIS PERRET DURAN 
ERITA. ER ПЕПЕ ЛКЕН (О, F, P) 
и ë, 206), 
L оЕА, 
TO бел 
яте 
PQ) = PG, =. 
这 样 ， 对 任意 事件 A 的 研究 都 可 以 归结 为 对 随机 变量 的 研 
完 ， 因 此 ,我 们 将 随机 变量 作为 信 后 研究 的 主要 对 旬 
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为 了 理解 分 布 函数 的 概念 ,我 们 将 前 面倒 T~4 中 的 随机 
赛 最 的 分 布 函数 分 别 求 出 如 下 . 

ЖИТ, 
X e<0 N, P(€<z)= РО) =0, 


当 0<z<d1 时 ， PE<e)=PE=0)= 


当 1<zs<2 时 ， Р(ё<а)=Р(&=0) +Р(=1) = 


15 л? 
当 z>3 时 ， P(€<a)=P(Q) =1. 
所 以 ,我 们 得 到 上 ЛА 
0, 34 ex0; 
8 
—, оі 
ONE 
$, іад 
1, 当 222, 
类 似 地 ,可 求 出 例 2 中 随机 变量 二 的 分 布 函数 为 
0, 当 2=<0; 
(1-р), щ 021, 


1 


(2 )ва- p, 41<а252; 


ё, 

Co) + $ і) а-в, щ 9.428, 
àG JAO- oes 
1, цара, 
在 例 3 中 ,随机 变量 в, ПН 
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9, 当 v0; 
PDE-p, 340<s<1 


1, Ж s>], 
在 例 二 中 ,随机 变量 的 分 布 函数 为 
0, що 


Fle) ~ бе 当 0<zs60; 
(1,  Ща>60, 

研究 随机 变量, 就 是 要 掌握 在 各 个 范围 内 取信 的 Ж 

Ж, ЕШ ГАДА Р(х) ЖЕ св 
的 一 个 基本 工具 . 

BEX AETAT RANET E 落 在 区 间 ( 一 co, 人 
内 的 概率 ， 由 此 ， TN E ЧЕШИ B НП, 5) (а<5) 
的 概率 Р(п<е< 0), Я 

ар = {E<} 20р, {ё<а}с{@<Ь 

Plasé<D =Р(Е <) - P(€<a) РО) - P(O. 

а) 

ЕЖЕН ИНДЕ ИҖЕГЕН У 落 在 其 它 形 
式 的 范围 内 的 概率 ， 在 此 我 们 光 来 给 
出 分 布 函数 的 基本 性 质 . 

1) Роя, ах 
b, M ESEO), 

2) б< (шу<1, Ё(—соу=0, - 
P(+eo) =1, Е 22° 
ФРС oe) = Ша Рв), (+) = lim К), 

3) 2) 在 任 一 点 左 连 续 : Р(®—0) = (в), 
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其 中 Pte-0 = lim РО), 


基本 性 质 的 证 明 如 下 . 
D 可 由 (人 得 出 (利用 概率 的 非 负 性 ). 
2) 中 第 一 式 是 显然 的 ， 由 于 РО) АЙТ, lin Fe) 


及 lim Fo) 都 存在 ,并 且 
， Jim РО) = lim F(n), 
lim FG) = аР), 
考虑 事件 关系 
41р асосн}, 
Пезаро, 
利用 概率 的 下 连续 性 (第 一 章 第 五 节 性 质 引得 
im РО) = lim P< =P ( C) E<} )= PO) =, 
2) 中 第 三 式 获 证 . 又 
{ё<-1}ш{ё<-2}и-+—{@<-аро.., 
< 
利用 概率 的 上 连续 性 (第 一 章 第 五 节 性 质 中 得 
-Jim Р(—я)= Ша РЁ а) ->(К\{ё<-а}) 
=Р@ =0, 
这 样 又 证 明了 中 第 二 式 . 


3) 的 证 明 ， 仍 根据 了 (2) ВИНИЛ, IEN о, 
иш КЕ, Jt B. 


ш РО) = Шш Р (2—71) 
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考虑 事件 关系 


ба <ete < 二 , 


О), 


FREH TERE (8—9) 


limP(2-i1 = Hm P (e<s— 1) 


nt noto 


-Р(0Е=-)- ео. 
现在 利用 分 布 函数 理 给 出 几 个 公式 ， 用 来 计算 去 在 某 些 
范围 内 取信 的 概率 . 
利用 对 立 事件 从 > 人 = EZE, W 
РЕ =1— (в). @ 
但 计算 (< 的 概率 却 需要 利用 下 述 公式 
Р@<ь)-Р(+0), Fler) вар). @) 
这 个 公式 可 以 这 样 推导 
Plé<%) =P( ñ [ее 0) ева P (#<+1) 


веет). 


ys+0 


由 (3) 立 即 又 得 

P(é>2) =1- Рё) =1-F (e :0), (4) 
P(€=z) = P(€<z) - Р(@<а) = F(a+0) — Р(а), (5) 
P(a<£<b) = Е(Ь+-0) – F (a), (6) 
Р(о<ё<Ьу= F(b) -Е(а+0), @) 
Р(а<ё<) = Е (+0) — Е(а+0), (8) 


通过 以 上 的 讨论 ， 我 们 看 到 作为 一 个 分 布 函数 必需 具有 有 
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基本 性 质 1) ~8), 同时 也 了 解 到 掌握 了 分 布 函 数 可 以 进一步 
得 出 上 落 在 各 种 形式 区 域内 的 概率 更 一 般 地 ， 有 下 述 重要 
结论 : 

—. # (x) 具 有 基本 性 质 1)~8)( 凶 单调 不 降 ， 了 (一 
со) =0, 了 (oo) = НА), 则 存在 某 一 概 府 空间 (О, 
F, РЕН с, 它 的 分 布 画 数 恰好 就 是 Г). 

因此 ,作为 一 个 分 布 函数 , 必需 也 只 需 满 足 T) ~3)， 

二 、 对 于 任 一 波 雷 尔 集 来 说 ，PCEE B) 由 的 分 布 
ИЖ Ре. 

ЯН, 知道 了 分 布 函 数 ， 也 就 相当 于 知道 了 全 部 了 性 E 
B), EARCH, P Р (€C B) (对 一 切 波 雷 尔 集 B) A Е 
率 分 布 (或 分 布 律 ), 并 几 来 作为 的 取 值 规律 的 完全 的 描述 
如 上 所 述 ,分 布 函数 也 可 作为 对 专 取 值 规律 的 完全 播 述 ， 所 
以 ,今后 我 们 将 通过 分 市 函数 来 掌握 名 的 取信 规律 . 

这 些 问题 的 确切 令 述 和 详细 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围， 
有 兴趣 的 读者 可 参考 有 关 书 籍 ， 


习题 一 


1. ЭШКЕ СР, 试 求 出 现 点 数 之 和 的 分 布 函数 ， 
2. 从 1,2,3, 4, 5 中 任意 取出 两 个 数码 ， 设 所 是 这 冰 个 数码 中 的 最 
ЕН. 


É 白 三 个 球 任意 放 到 编号 为 2, ЗЕЛЬЯ, i EER 
` 入 工 盒 中 球 的 个 数 , 六 是 放 有 红 球 的 盒子 号 码 ， 试 分 别 求 出 上 和 9 
La ps a 
4; 设 在 每 次 试验 中 ,上 水 远 取 常数 6, Четене, ЖА, 
它 的 分 布 函 数 是 什么 ? 
5. 设 上 是 一 中 机 变量 ， 已 知 它 的 分 布 函 数 为 FG), WI КАЕ 
-O ВЕ ЛЕНЕ, 各 面 分 别 肇 有 1-6 的 点 数 。 
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由 下 列 事 生 的 概率 ， 
{1&1<1}, 4-21 <3}, {24++1>5}, 
{ёч}, {<В}, 
6、 设 是 一 随机 变量 ,定义 
б(жу= P(E SR), 
RE DEER, G) Glo) =0, Соо) =1, (їй) Ga) 在 
BARER, 


二 节 ”离散 型 随机 变量 


2.1 高 散 型 随机 变量 及 其 分 布 列 


只 到 有 限 个 或 可 数 个 不 同 可 能 全 的 随机 变量 ， 称 为 离散 
型 随机 变量 ， 

从 一 批 产 品 中 抽取 %% 件 ， 拍 到 的 次 品 个 数 & 只 能 取 有 限 
个 可 能 值 0, 1, en п; nn 次 独立 试验 中 成 功 的 次 数 放 只 能 取 
有 限 个 可 能 值 0, 1,，…, ш 某 交 换 台 在 单位 时 间 内 收 到 的 性 
МЕСЕ 只 能 取 可 数 个 可 能 值 0, 2, …, k, -…， 以 上 所 说 
的 这 些 随机 变量 都 是 离散 型 的 随机 变量 . 

设 是 一 离 获 型 随机 变量 ， 它 所 取 的 全 部 可 能 值 为 z1， 
Da, +, zx， HJ E BATT {ШК Ж 

pe РО Ёа), k=l, 2, =, 

称 为 随机 变 基 £ 的 分 布 列 ， 离 散 型 随机 变量 的 分 布 列 常用 下 
BERET: 


É | Z; а Zk 

P |p pa т 

/ шу вы “| 
或 | 

\р pa Pe 
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离散 型 随机 变量 的 分 布 列 具有 下 列 性 质 ， 

1) 20, k=l, 2, en 

D Sr-t 

这 两 个 性 质 容易 利用 概率 的 性 质证 明 ， 因 为 概率 值 是 非 
负 实 数 ,所 以 p = Рё) 20, BI ПЖ. Bei, @a, =°, 
в, … 是 专 所 取 的 全 部 可 能 值 , 因此 

Q= (=s в ИЕ. 
注意 到 右 端 各 事件 两 两 互 不 相 容 , 利用 概率 的 可 加 性 即 得 
1=Р@=:0)+Р(ф—ж) + Ра. 

这 样 又 证 明了 2). 

对 于 离散 型 随机 变量 来 说 ， 和 由 于 它 所 取 的 可 能 值 至 多 
有 可 数 个 , 所 以 , 它 在 某 一 范围 内 取 值 的 梳 率 等 于 它 取 这 个 范 
国内 的 各 可 能 值 的 概率 之 和 ,特别 , 离散 型 随机 变量 有 & 的 分 布 
函数 可 以 利用 它 的 分 布 列 得 出 

Р(@<2) = D Pie =e), 


1] Fle) = Хр. 


Bm £ AIT E НАЖ, 
前 节 例 工 中 ,主机 变量 志 的 分 布 列 为 


0 1 2 
0.3 0.6 0.17 


0, 2<0, 

0.8, б<т<ц 

0.9, 1<5<2; 

1, ®>2, 

离散 型 随机 变量 的 分 布 列 和 分 布 函 数 可 利用 图 形 来 示意 ， 参 
看 图 2-3，2-4. 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 是 一 阶梯 形 基 
й. 


Эһ FD = 


知道 了 离散 型 随机 变量 的 分 布 列 ， 便 可 以 知道 它 在 任意 
范围 内 取 值 的 概率 , 它 和 分 布 簿 数 上 共有 同样 的 作用 ; 但 分 布 列 
更 为 直接 而 简便 , 所 以 , 对 于 离散 型 随机 变量 , 将 通过 它 的 分 
布 列 来 掌握 它 的 概率 规律 ， 


2.2 几 个 常见 的 离散 型 分 布 


不 同 的 随机 变量 具有 不 同 的 概率 分 布 , 现在 , 我 们 讨论 几 
个 具有 广泛 应 用 的 高 散 型 概率 分 布 

L ERDE 

一 批 产 品 共 N 件 , 其 中 有 МКИ, ARERR n t 
取 到 的 次 品 件数 上 是 一 离散 弄 随 机 变量 , 其 概率 分 布 为 参看 
第 一 章 , 第 三 节 , B| 1) 
(02) 
РВ = 


n 


” reame? )-0 
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这 个 概率 分 布 通常 称 为 超凡 何 分 布 ， 当 一 个 随机 变量 上 WE 
率 分 布 为 超 几 何 分 布 时 ,我 们 常常 说 & 服从 超 几 何 分 布 ,或 说 
具有 超 几 何 分 布 . 

2. 二 项 分 布 

在 % 重 贝 努 里 试验 中 , 设 每 次 试验 某 事 件 4 出 现 { 即 “成 
功 ”) 的 概率 为 p, S EEn KREP RE A 出 现 的 次 数 , 则 E 
是 一 个 离散 型 随机 变量 ， 它 前 概率 分 布 ( 参 腹 第 一 章 第 八 节 ) 
为 


PD- (рари, k0, Lon 0) 


ЕА gos = (ИНН 19)* 展 江 的 
各 项 组 成 )， ААН п, р, ШОЕ В 
ЖЕГЕН А AERE. 参数 为 mw p 的 二 项 分 
布 简 记 作 6(n, л). в ЛЕ Е 的 概率 分 布 为 二 项 分 
布 时 , 称 眼 从 二 项 分 布 ,或 上 具有 二 项 分 布 ,用 符号 记 作 
~ р). 
一 种 概率 分 布 所 以 重要 ,是 因为 它 具 有 广泛 的 现实 彰 景 ， 
机 罕有 具有 产 泛 前 应 用 ， 在 第 一 章 中 我 们 已 经 了 解 到 m” 重 贝 努 
里 试验 的 广泛 背景 ， 因 此 二 项 分 布 的 重要 性 也 就 十 分 明显 
了 . 
一 种 概率 分 布 所 以 重要 ， 还 因为 它 常常 是 另 一 些 分 布 的 
极限 , 现在 我 们 米 说 明 二 项 分 布 是 超 风 何 分 布 的 极限 ,确切 地 
说 , 有 下 面 的 极限 定理 . 
EB REELED EH, 是 一 个 取 定 的 正 整数 ,而 
а=, 
m 
— s0 — 


{3) 
a ( (ӘЛ) 


В 
"трг D: (М—Е+1) 
х(#-Му(У—М—1).(ї#-М—<в-+Ё+1) 
x[N(N- 1). (Nn + D+ 


Е 
TETE рса а) 


х) 


N 


э(е, ие, 1 


{3) 式 表明 , 当 N 充分 大 时 , g JU ay НГ И ЖЖ 
近似 代替 .这 个 结论 从 直观 二 来 看 也 是 很 清楚 的 .二 项 分 布 
可 以 用 来 描述 返回 抽样 ， 而 超 风 何 分 布 可 以 用 来 描述 不 返回 
样 ,虽然 二 者 并 不 相同 , 但 当 NRN RE ARORAA 


两 种 抽样 的 差别 是 不 会 很 大 的 . 
3. ARDA 
如下 形式 的 分 布 爷 
рё, ke0, 1, у 


(其 中 是 一 正 实数 , e 是 自然 对 数 的 底 ) 称 为 治 松 分 布 - 

从 第 一 章 第 九 节 我 们 知道 ， 若 上 是 泊 松 流 在 某 一 时 间 区 
闻 内 出 现 的 质点 个 数 , Ж) Е НАЧАЛУ, ПГ ИЛИШ ЕҢ. 
有 广泛 实际 背景 和 实际 应 用 的 一 种 概率 分 布 . 

同时 , 泊 松 分 布 还 是 二 项 分 布 的 极限 分 布 , 这 可 以 从 下 而 
的 极限 定理 看 出 . 


定理 变 % 是 一 正常 数 ,ps 之 , 则 有 

r 
ln We) а, 0,1,2, (5) 
nE] 


(2) а-в" 


k 
_ "Dh (a) (1 ү“ 
(0) 0) 


对 任意 固定 的 非 负 整数 


m(t) t 


这 样 我 们 就 证 明了 (5) 式 了 
利用 上 面 的 极 眼 定理 ， 可 以 看 出 ， 对 二 项 分 布 5(m, РЖ 
说 ,车 充分 大 , p 相对 很 小 , W 


‚ 
рео (ратро, 801, уп, 
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其 中 一 np， 这 就 是 说 , щи ЖАЫ, ЛЛ b(n, р) 可 
近似 地 看 作 是 以 X=mp 为 参数 的 泊 松 分 布 。 为 了 直观 地 了 解 
二 者 的 关系 , 可 以 参看 下 面 的 数值 计算 结果 的 对 照 表 : 


& 21 
n 
! 1% А М а-в 

в | - 

n=10 пай) n=40 | n=-100 N 

p=0.1 | p=0.05 | p=0.u25 | ро i=l (=n) 
° 0.349 0.358 0.363 0,366 0.365 
1 | 0.385 0.877 0.312 0.370 0.368 
2 | олм 0.189 0.186 0.185 0.184 
з | 0.05 0.050 0.060 0.001 0.001 
4 


| 0.011 0.013 0.014 0.015 0.015 


4. 几何 分 布 
设 某 射手 在 一 次 射击 中 的 命中 率 为 p, 今 向 一 目标 连续 
射击 直到 击 中 目标 为 止 ， 试 求 到 击 中 目标 时 所 需 的 射击 次 数 
二 的 分 布 列 . 

所 取 的 可 能 值 为 12, …, k. a, 

共 = 队 相当 于 “第 一 次 射击 未 中 ，…， 第 一 1 次 射击 未 
中 ,第 次 射击 命中 ”, 由 于 各 次 射 者 是 独立 进行 的 ,而 每 次 射 
击 命 中 的 概率 为 p 不 中 的 概率 为 9=I 一 p, 故 可 得 

P(é=k)= pq, k=l, 2,55, (6) 

这 样 我 们 就 确定 出 上 的 分 布 列 . 《容易 验证 (6) 中 的 序列 具有 
分 布 烈 和 的 基本 性 质 1), 2), ) 

《6) 中 的 分 布 列 称 为 几何 分 布 , 它 所 描述 的 是 独立 重复 试 
验 中 首次 成 功 的 试验 次 数 的 概率 分 布 ， 在 实际 应 用 中 经 常 通 
到 ， 
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习题 二 
1. 设 专 的 分 布 列 中 含有 一 未 知 常数 C, RE ORENK 
CD p= = 2-2,8, us Ny 


D Pemi) 0 Z, k=l, 2, се 
(38) Рё=%у=0-, k=l,2, ==, 


2. 试 写 出 几何 分 布 的 分 布 前 数 . 

3， 设 有 要 一 类 似 于 细胞 分 裂 的 物体 , 经 一 次 分 裂 而 为 二 , ВАНЯ 
四 ,四 再 分 裂 为 八 , 如 此 继续 分 裂 有 限 多 次 , 而 随机 中 止 . В п 
次 终止 的 概率 为 /2 一 1 2, …)， 试 求 原 物 在 分 裂 终止 后 所 分 
成 的 子 块 数目 的 分 布 列 . 

4， 讨 、 乙 两 名 篮球 队员 轮流 投 葡 ， 直 至 某 人 投 中 为 下 ,如果 甲 投 中 的 
ЛХ 0.4, 乙 投 中 的 得 率 为 0.6， 试 分 别 求 甲乙 投向 次 数 的 分 
Ж. 

ЕА, EM PESI) =2Р(8=2), RR PE=3), 

-BERASE À ШЫНА, P k HER, PESI RK? 

с ВОАС b(n, p), F] k ВИНЫ, PCE 一 从 最 大 ? 

还 二 服从 超 几 人 向 分 布 (1), F] k ЖИВ, РЕВ 

， 茶 螺丝 钉 厂 在 生产 稳定 移 条 件 下 ， 疫 品 率 为 0. 入 ， 癌 一 禽 中 应 装 
多 少 只 螺丝 钉 才 能 使 其 中 合 100 只 合格 品 的 概率 不 小 于 0.95; 

10. 一 本 500 页 的 书 , 共有 500 个 错字 , 每 个 错字 等 可 能 地 出 现在 每 一 

五 上, 试 求 在 给 定 的 一 页 上 至 少 有 三 个 错字 的 概率 。 


oraaa 


第 三 节 ”连续 型 随机 变量 


3.1， 连 续 型 随机 变量 及 其 分 布 密 度 


若 一 随机 变量 上 HAARATI IRRE EAA) 
的 积分 : 
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F(a)= j poa, —со<а<оо, @ 


МИЕ Винни ро) ЕМО) РЕЛ, 

ЖОН Е ААВ Е рлу Н Б LEE A 
Жш. 

{Я 考虑 下 面 的 几何 型 随机 试验 (参看 第 一 章 第 四 
节 ): 向 [0, 如 区 间 中 机 投 一 点 ,使 所 投 的 点 落 在 [0, ]] 内 任 一 
子 区 间 内 前 概率 与 子 区 间 的 长 度 成 正比 ,而 与 子 区 间 记 在 的 
位 置 无 关 。 在 这 个 随机 试验 中 , БЕТА, 
ж-ы, 它 的 分 布 函数 

#@)=Р(@Ф<в) 
F 4 z<0; 


[0, JAKE _ <i; 
Ere М0<==һ (®) 
1, 4 z>1, 
ХАЖ ЖЕТИ] А ЖЕЙТ МОЕ 


0, 当 z<0; 
ple) -l 当 Us<zs3 (8) 
0， 当 z>1 


的 积分 во) - || ри. 


所 以 这 个 E 是 一 只 续 型 随机 变量 ， 它 的 分 布 密度 为 8) 式 定 
ХИ p(a), 
对 于 连续 型 随机 变量 二 米 说 , 知道 了 它 的 分 布 密度 p(e) 
便 可 以 知 间 它 的 分 布 函数 P (z), 所 以 我 们 将 通过 分 布 密度 来 
掌 担 连 续 型 随 宙 变量 的 概率 规律 ， 
利用 分 布 密度 可 以 得 出 落 在 任意 区 间 内 的 概率 ; 
Рае) Ф) FG) | pode, 


直观 地 来 看 ， 连 续 型 
随机 变量 在 各 区 间 内 取 
RRR FEER 
上 分 布 密度 曲线 下 的 曲 
边 梯 形 的 面积 参看 图 
2-7, 

27 对 和 任 一 常数 a, 
P(€=a)= F(a+0)—F(a) = limf F) =E(a)] 
= lim Í p@)de=0, 


所 以 , 连续 型 随机 变量 取 任 一 可 能 值 的 概率 是 0、 由 此 可 见 ， 
连续 型 随机 变量 与 离散 型 随 宙 变 基 不 同 ， 不 能 用 列举 它 取 各 
个 可 能 值 的 概率 来 掌握 它 的 概率 规律 ， 而 必需 通过 它 在 各 个 
区 间 取 值 的 概率 才能 掌握 它 的 概率 规律 ， 

容易 看 出 ,随机 变量 的 分 布 密度 р) 具有 下 述 基本 性 


Ж. 
1) р(2)20, —оо<ш<оо 
2 | ze 
反之 ， 如 果 рс) 1), 2), АЕ МЫЯ 


量 的 分 布 密 度 . 这 是 因为 , 令 


FG) = pedu, 
可 以 验证 , 了 (2) 满足 分 布 函数 的 三 个 基本 性 质 才 ~8), 因而 
Ёш) 是 某 一 随机 变 熏 二 的 分 布 函数 (第 一 节 末尾 的 结论 一 )， 
(2) 就 是 这 个 上 的 分 布 密度 . 
还 可 以 证 明 ,$6 落 在 任 一 波 雷 尔 集 B 内 的 概率 , 等 于 分 布 
密度 在 这 个 集 上 的 积分 
PEEB) = | од, 由 
证 明 这 个 结论 需要 利用 测度 与 积分 的 知识 ， 故 从 路 这 
时 ,我 们 结合 特殊 情形 来 说 明 它 的 信义 - 
<a) PNTE 落 在 区 间 ( 一 co, 四 内 ”这 就 是 说 从 < 
а {ЕЕ (一 co, 0)), 这 时 ,公式 (的 就 是 
Р@<а) = РЄ (—, a= | _ 
这 实际 就 是 (1 的 另 一 写法 . 
又 如 当 а>0, (>а) ат 4668), B=(ellel 
>a), AROME 
Раа =f pedes] pd 


Г вода |" кш. 

RA, RIEA, МЕЛТ F) 已 知 时 ， 如 果 
(уж, 并 且 除去 有 限 个 点 外 ， ЗА F OMERE, 
则 到 (2) 可 以 表示 为 

F(a) = f. Е'(ш)ди, 


因而 & 是 连 续 型 随机 变量 ， 它 的 分 页 密度 就 是 Ро). 今后 
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p(e)dz, 
в) 


在 求 连续 型 随机 变 基 的 分 布 密度 时 ， 一 般 需 按 定义 的 要 求 来 
解决 , 在 上 述 条 件 成 立时 ,也 可 以 使 用 求 分 布 隙 数 导 函数 的 方 
法 。 


3.2 几 个 常见 的 连续 型 分 布 


1. 均匀 分 布 

向 有 限 区 间 Са, 5] 内 随机 投掷 一 个 点 的 几何 型 随机 试验 
中 , БЕЖИТ, 则 上 是 一 连续 型 随机 变量 , 它 的 分 
布 函数 是 


® 
分 布 密度 为 
0, №34 z<, 
р@=]- ур, Basah (6) 
0, 当 w>b 


以 (6) 中 p(w) 为 分 布 密度 的 连续 型 分 布 称 为 La, 01 上 的 均匀 
2% REMU Са, 也 .车 随机 变量 的 分 布 为 [a, ЛЕМ 
匀 分 布 , 则 称 志 具有 均匀 分 布 ,或 称 上 服从 均匀 分 布 , 简 记 作 


ёа, b]. 

本 节 例 工 中 的 随机 变量 具 О, 1] 上 的 均 名 分布: 6007 
to, 1]. 

МЕРЕ, БН ЕЯ Л.И ФБ LY B 
联系 , 也 就 是 说 , 2 £ El, PERRA REDERIER 
的 长 度 成 正比 ,而 与 区 域 的 位 置 无 关 时 , Ж РЗ. 

2. 指数 分 布 

ERYK A £ (如 电子 元 件 的 使 用 寿命 , 电话 的 通 
话 时 间 , 随机 服务 系统 中 的 服务 时 间 等 ), 可 以 认为 近似 地 具 
有 下 述 性 质 : 

РЕН -Р(>), + #20, (т) 
即 在 寿命 已 达到 + 的 条 件 下 继续 达到 s И ЕАУ 
头 开始 算 起 寿命 达到 < 以 上 的 概率 是 一 样 的 ， 现 在 我 们 来 确 
定 二 的 分 布 函数 P(O) = Р(&<), ЯНА 
GO = PEt) =1-F 0), 


由 于 
у РР, ё>їу _ РЕЗ» 
Ра) - О Р) > 
所 以 条 件 (7) 等 价 寺 


QG —s)=G(DG(S, t, 520. 
HAA- Ju W By s ж 
GO =2， 20, 

由 于 G( 人 是 概率 , 0<0<1, 可 设 O=, 和 >0 于 是 得 

G =e, 1>0, 

FU)=1-e™, 420, 
而 当 +<0 时 ,显然 

F) =0, 


这 样 就 得 出 我 们 所 求 的 分 布 函数 


工 一 9 420; 
F(D= [о 0, 1<0, (8) 
容易 看 出 , ERA Ai 8 E 
Л“, {>0, 
о @ 


以 (9) 中 的 p) Эу Ai SER A ЖУАН А ЗН 
数 分 布 含有 一 个 参数 和 > 0. 


3. 正 态 分 布 
以 下 列 函数 колан 的 分 布 称 为 正 态 分 市 
пораз и, —со<а<со, (10) 


Ка mamami о>, 正 态 分 布 含有 两 个 参数 a, c, 

Ц а, с 为 参数 的 正 态 分 布 简 记 为 Nle c2)， 正 态 分 布 的 分 
布 函数 为 

Р(а)= | в 

Мало J-> 

以 a 一 0,o 一 1 为 参数 的 正 态 分 布 N (0, 1) 称 为 标准 正 

态 分 布 . 相应 的 分 布 密度 及 分 布 本 数 通常 记 作 0 (z) ФФ): 

ф(х) = —=—69 =. -LEK (12) 

М? 


СОТ, оо. (Ш) 


Фо) Кё, —оо<а<оо, (18) 


首先 , 我 们 来 验证 (10) 中 的 p(s) 确 能 作为 分 布 密 麻 ， Bl 
要 验证 2(z) 具 有 分 布 密度 的 基本 性 质 1) 和 2), ВАО 显然 


成 立 , 主 — =, ж 


Ра Q£ 
= da Е у. a9 


(L. t ева) 


= {= — 
-去 上 Г е 1 dedy, аз) 
变换 为 极 坐标 : 4 一 ? cos, g— r sin8, 得 
1 r r À оре 
2л ГГ. da dy = == Е T ат 
ее. св) 


1 


ш (14) (16), 并 注意 到 A аав, а 


Г. za “= a |=" Ра, ат) 
于 是 性 质 2) 得 到 证 上 明 . 

正 态 分 布 N (a, о") 的 分 布 密度 p(a) 在 = о 处 达到 极 
大 ,并 且 关 于 %=& Ж. 

р(@-—ж) = р(а-+ш), 

作出 po) 的 图 象 可 以 直观 地 看 出 , 服从 正 态 分 布 N (e, о?) у 
随机 变量 经 常 在 & 的 附近 取 值 ,而 且 在 对 z = a 对 称 的 区 间 内 
取 值 的 概率 相同 ， 正 态 分 布 中 的 参数 % 表示 相应 随机 变量 取 
入 的 集中 位 置 。 比较 具有 不 同 o 的 正 态 分 布 害 度 , 可 以 看 到 
с Л, po) fE z =a BJ WR FE khi, 表示 相应 随机 变量 取 
ЯТ пто 附近， 0o 越 大 ，p(z) ага НИТ 
缓慢 , 表示 相应 的 随机 变量 取 值 比较 分 散 ( 人 参看 图 210). 

由 于 在 自然 界 ， 工 农业 生产 和 科学 实验 中 相当 广泛 的 一 
类 随机 现象 可 以 用 正 态 分 布 或 近似 地 用 正 态 分 布 来 刻 划 ， 所 
以 正 态 分 布 是 一 个 具有 广泛 应 用 的 分 布 ， 它 在 随机 变量 的 分 
布 理论 研究 中 占有 十 分 重要 的 地 位 。 在 以 后 的 章节 中 我 们 将 


-3 =2 -1 0 1 2 37% 


2, L 
ме» 
28 -2 таз 195.457 
999.78. 


E 2-10 图 2-1 


对 正 态 分 布 做 比较 多 的 讨论 ， 

正 态 分 布 密度 和 分 布 阴 数 的 数值 ， 可 以 利用 正 态 分 布 的 
数值 表 来 计算 .本 书 附 有 标准 正 态 分 布 函 数 Oe) {И Ж, 
天 中 烈 出 了 对 应 于 0220 的 函数 值 ， 利 用 对 称 性 , 可 按 下 列 公 
式 求 出 对 应 于 z<0 的 相应 函数 值 ， 

Ф(—®)=ф(®), Ф(—а)=1—Ф(), 

[2] 设 # 服 从 标准 正 态 分 布 .~ 六 (0, 1), RRP 
(1#1<1), Р(|ё'<2), РЕ <), 

ж. 
PCE <) -BD -SD =Ф0)- (1-90) 

=2$(1) 168.272, 
Р(1&| <2) =26(2) 195.452, 
P(|£| <3) =2$(3) —1=99.78%. 
从 附 表 2 查 得 
Ф(1) = 0.841845, Ф(ду =0.977250, 
Ф(3) =0.998650, 
代入 式 中 计算 即 有 所 得 结果 . 
3] в #00, 1), Жай РС >а) =0.10, 


0.05, 0.01, 

解 : 

Р([ 81) = 2Р( < —)=2(1—Ф{(шу), 
%@)=1- ЕР. 
Же PE >a) -0.1, MATR z {# 6(a) =0.95. ME 
LTE 251.65, BI 
Р(1Е]>1.65)=0.10. 
类 似 地 可 得 
Р(|ё|>1.96)=0.05, P(|£|>2.58) =0.01. 

为 了 求 出 正 态 分 布 N (a, o) 的 分 布 函数 F (e) 的 值 , 可 

以 利用 下 列 变换 公式 


[й4] 56502.38, 4), W 
Р(2<ё<4у= F(4) — F(9) 

-o(4=23) (2-28) 
= 6(0.85)-Ф(—0.15) 
=ф(0.85) — (1-$(0.15)) 
=0.3619. 

利用 变换 公式 {18) 及 例 的 结果 ， 可 知 对 服从 入 (a, о) 

的 随机 变 基 二 来 说 
РЕ-а] <) ~ 68.27%, 


РО а] <20) =9Б.45%, 
Р(|&-а| <80) ~ 99.73%, 
这 使 我 们 对 前 面 所 说 服从 正 态 分 布 的 随机 变量 经 常 在 ww~z 
的 附近 取 值 ， 以 及 a 的 大 小 反映 相应 随机 变量 取 值 分 散 和 集 
中 的 含义 有 更 加 确切 的 了 解 . 

在 前 节 和 本 节 中 ,我 们 讨论 了 离散 型 和 连续 型 随 宙 变量 ， 
它们 是 实际 问题 中 经 常用 到 的 两 类 随机 变量 ， 应 该 指出 ， № 
上 述 两 类 随机 变 生 外， 还 存在 既 非 离散 更 又 非 连 续 型 的 随机 
变量 ， 在 本 书 中 我 们 将 主要 讨论 这 两 类 随机 变量 ， 


习题 三 
І. ёя £ #(2, ЕВЕ, 
р(-1<ё<3), Р((&—3)1< 0.95), P(E+2<11.6), 
2. BA #—К@.5, D, RR 
Р(&>5), P< —1), Р(]4—2|<8), P(28+1>5), 
3. BA ESN, 1), а, zo, ma， 使 水 在 (一 co ал), (Gu ар), 
(т, ma), (яв, 4-00) ВОВЕ 2 5) 5:4:3:6, 


ЗН EDH- ARANEA E 30 ЖЕЛ, 
五 ， 设 某 类 电子 管 的 寿命 具有 分 布 密度 


G) -| 20, 2>100; 
0 2100. 
一 架 无 线 电 薄 开 初 使 用 的 150 小 时 中 ， 三 个 这 类 电池 管 没有 一 个 
要 替换 的 概率 是 什么 ? 在 开 初 使 用 的 150 小 时 中 三 个 这 类 电子 管 
全 部 要 准 换 的 锋 率 又 是 什么 ? 
6. RELEE E ТЕО 
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10. 


， 设 随机 变量 тти 


0, 2<0; 
К(шу=+ С, 0<2<1; 
1, азы 
RROKA C: (DE REO., 0.7) 内 的 概率 ; ЗЕ 的 分 布 密 度 。 
F(z)= A+ Barotg z, 
试 求 (D 常 数 4 与 B; (2) 的 分 布 密度 ; (Ə)P(—-1< 6 <8), 


- ВАЗЕ é 的 分 布 客 庆 为 


Ою, 0<zr<di 
| O Е. 

(DD 确定 常数 GC; (кй a, Ë PG£ >a) = Р <a; GORAD, E 
P(£>by=0.01, 


. 设 随机 变量 的 分 布 密度 为 
Aret, б<ю<се; 
TO- 人 э, 


其 中 z>0 是 给 定 的 常数， 试 来 GD) 未 知 入 数 A РЕ), 


Ем. 
ВЕЛО, 3) 上 均 旬 分 布 , RIR 47446246 42-0 有 实 根 的 概 
=. 


第 四 节 随机 向 量 


4.1 随机 向 量 及 联合 分 布 


在 许多 随机 试验 中 ， 讨 论 的 问题 往往 不 只 涉及 一 个 随机 


变量 ,而 是 需要 同时 考虑 若干 个 随机 变量 .例如 , 在 会 面 问题 
中 《第 一 章 第 四 节 例 1)， 需 要 考虑 两 个 随机 变量 ， 甲 到 达 的 
时 刻 上 和 乙 到 达 的 时 刻 力 RUKA d WE ENH RRA 
CE, 人 的 分 布 规律 . 


在 本 节 中 ， 我 们 讨论 由 概率 空间 (2, F, P) 上 的 % 个 随 
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ЖЕН! én Én o, ,组 成 的 向 量 ( 或 % 维 空间 的 点 ) £ (Е, 
Én ee &), 这 个 向 其 实际 上 表示 Q 上 的 一 个 向 量 值 的 蚌 数 ， 
对 应 于 每 一 样本 点 o， 它 取 一 向 量 值 
£ (e) = (бе), Ealo), =, в.а). 
在 每 次 试验 中 , 随 着 不 同样 本 点 的 出 现 , £ 随机 地 落 在 % 维 空 
间 中 的 不 局 位 置 , 我 们 所 关心 的 是 “© 落 在 某 一 区 域内 ”这 种 
事件 的 概率 、 我 们 所 要 讨论 的 事件 用 下 面 的 记号 来 表示 : 
Të <=), ф<аз, r, Ёа} 

= {<} N 46 аз} N 146,5} 

= {o fo) <m, alo) аә, +, (ө) <, 
这 表示 从 = (Е, fn o, EDEN ВН оо, z) x (一 0， 
тә) хх (оо, 2.) * МХ — Ш, п=2 BJ 18 2 # = EB 
2-12. 一 般 , “E= (En 6, …， УЕ B 内 ”这 一 事件 记 
作 


{Er n се, 5.) ЄВ} 
= (910.00), Šs (e), =, 6.00) € B). 


{тїз} 


i 


图 212 图 2-13 
定义 Béo gnon, 名 是 同一 概率 空间 (Q, F, P) 上 
的 % 个 随机 变量 , МО ЕН 


9 (—оо,ж)х т< X (— so z.) {a Hn) Eh —о°< уу 
<=}. 


$ (о) = (6,00), бо), e ÉO ER (4) 
ЖОО, Z, P) Юп А нй п ЫЙ Ж. ЖП 
经 常 将 随机 向 量 ОО АВНЕ E= (É, 5, +, 6,)， 对 于 任意 实 
Ж zi, za，…， zn, 概率 
Flan ta +, mO) = P(E <a, «ть, ++, б<) 
Ж zi, жу, …, mÜ ПЖ, НИНЕ € = (д, €o, 人 的 
(联合 分布 函 数 . 
理论 上 可 以 证 明 ， 由 随机 商量 去 的 分 布 函数 Fes +, 
а), WAREN Е REEE п ARERR ВАК 
P((6, ё, +, EDEB), 
所 以 ， 知 道 了 分 布 函数 便 认 为 对 随 
机 向 量 的 概率 规律 有 了 全 面 的 了 
解 .在 概率 论 中 研究 随机 向 量 基 本 
要 求 之 一 就 是 掌握 它 的 分 布 函数 ， 
利用 分 布 函数 可 以 得 出 事件 
Чиа, аа <, 9, па 
&<5} 的 概率 ， Ц a= 2 的 情形 为 
йж в 2-14 
Раза в, < 
= (6, ba) — Р(аь, ba) — Е, aa) HE (ai, а). (2) 
这 个 公式 可 从 图 2-14 看 出 ， 它 的 推导 如 下 : 
Ра, аз ба) 
„Рака, 8) - Рак, ф<а») 
ЕР, <) — Рф, <a,, <) 
= РО <, ва) + P(E <a, ф&<), 
一 般 , 可 用 数学 归纳 法 证 明 ; 
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РЗ, +, а. В,) 
НР, by) D РС, a D 


十 У 人 


1 


AD 


чиет. 


++ Dla, +, в), (3) 
其 中 FC, он, +з, а, "…) 表示 第 in +, h ВВА 
а, …， аъ, 而 其 余 自 变量 z; 39 b; РИН. 
分 布 函数 具有 下 列 基本 性 质 : 
对 于 每 一 变 虽 л, ЖИ, Р(х, 如) 是 一 不 降 通 数 ; 
2) Ёш, +, Eso, а, вун, 4-1, =, п, 
F(4:ço, +=, +оо) =1, 


其 中 
Fn, +, Lo, ө, а) = іш (а, +, ш, ө, а), 
Ето, +, оо) = lim Fler, =, 2) 
3) 对 于 每 一 变量 а Ж, Ро, +, WEER 
4) Eabh, i=l, e, 则 (3) 式 的 右 端 非 负 . 
以 上 各 性 质 的 证 明 如 下 ; 
1) 可 由 下 列 事件 的 包含 关系 得 出 
qen ёа, EE Ч, |, bs 
2) 的 第 一 式 , 可 由 下 列 关系 式 得 出 
О (0, +, z) = P(E ац, +, En аъ) SP (&,<%) 
=F, (w), 
其 中 Fp ODER Š, BJ 2 RM 
2) 的 第 二 式 , 可 由 下 列 关 系 式 导 出 ; 


ican о, Ea а} {а} 0А, а), 
1-Е, +, а) SERE] tt L Fi (а), 
1-11-01) ИА) 

(ла, 5, в) <1; 

3) 与 一 维 情形 类 似 地 证 明 ; 

4) 可 由 (3) 式 立刻 看 出 、 

经 常 讨论 的 随机 向 量 丰 两 种 类 型 : 离散 型 和 连续 型 . 

ЖЕҢИШ 6 = (61, =, 4) 只 取 有 限 个 或 可 数 多 个 不 同 
的 向 量 值 ， 则 称 志 是 一 离散 型 随机 向 量 ， 设 二 的 全 部 可 能 值 
为 

(Qu Zao бе, Banda б, t e ®=1,2,+е, 

出 专 取 各 个 可 能 值 的 概率 

Das = P(E аа, базы, 7 ба Bains 

in б UU А1, 2, er, 

称 为 上 的 分 布 列 。 对 于 一 个 离散 型 的 随机 向 量 , 知道 了 分 布 
列 便 可 以 得 出 它 的 分 布 函数 , 以 及 é 落 在 任何 区 域内 的 概率 . 
所 以 ,我 们 将 通过 分 布 列 来 掌握 离散 型 随机 铅 量 的 分 布 规律 ， 

WI 设 有 五 件 产 品 ， 其 中 两 件 是 次 品 ， 三 件 是 正品 . 
从 五 件 产 品 中 任 党 依次 取出 两 件 ,每 次 取出 后 不 放 回 .考虑 第 
一 次 取 到 的 次 品 件数 所 ， 第 二 次 取 到 的 次 品 件数 如， 由 于 它 
们 分 别 取 о, Иа, ЮЖ, (Š, Z) 可 能 取得 的 向 量 值 
(0,0), G, 0), (©, 1), (1, 导 是 一 离散 型 二 维 随机 向 量 ， 它 
的 分 布 列 为 


103 
ро, -0- 010-0. 


6 
эб? 
у. СА 6 
РФ&=1, а: 750 


Р@Фу=0, &=1) = 


Р@-1,&= э-@ 3, 


[#12] 在 例 1 的 问题 中 ， 如 果 每 次 取出 后 放 央 ， 则 
(8 69) 的 分 布 列 为 


Р@-0, 6-0) - 010-2, 
Р@-1,&= о-ва. =ч, 
Р@=0, ё&-1) = 978, 
Р@-1,ё-1)- о. ар 


ЕЯ Вана, 
多 项 分 布设 独立 地 进行 了 次 试验 , 在 每 次 试验 中 ,有 
各 个 互 不 相 容 的 事件 A, ++, А, 之 一 出 现 , 并且 
Р(А) =рь i=l, +=, £, 
二 十 Pr 一 
在 每 次 试验 中 不 变 ， 令 总 是 在 兄 次 独立 试验 中 А, 出 现 的 次 
ЖЕ, 名 -是 一 个 有 一 工 维 随机 变量 , 它 的 分 布 列 为 
Р-н, +, баета) 


(" X п-т ) Wami 
ми, na 2 


一 
Шт, +, т JERE, niq Tn Sm 
0, КЕЙЖ. 
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Рита, ++, боа шл) 


ni m т 
р pepi, 
гри 


Ми, ++, пе HEMER 
т п 
0, 其 它 情形 . о 
(多 中 的 分 布 列 称 为 参数 为 《ns pi, …， ров. Ш 
БӨЕР E, еее, x-1) 有 分 布 列 (和 时 ， 称 为 服从 参数 为 (ns 
D, °, Dra) BJ yd, 
多 项 分 布 是 二 项 分 布 的 推广 。 容易 看 出 , 5 k=2 时 ,多 
项 分 布 就 是 二 项 分 布 . 
如 果 随 机 向 量 ë — (6, Ea +, Eo) 的 分 布 函数 可 以 表 成 
ЕЗЕК ра, oa e, оа) У 
Ё(а,, za, +, 2а) = Ра, Es <a, +", €, <) 
-f F -f Plis b, +, йшй edin 
ШЕН ИЖ, ра, зо, 0, wn) 称 为 RDE E 
А. 
HW, ЕН n НК О 内 等 可 能 地 投 点 的 几何 
型 随机 试验 中 , © ($, ©, --, 后) 是 落 点 处 的 坐标 , О (Е, 6а, 
+, НЕ Ө 内 任意 可 求 积 区 域 B 内 的 概率 为 
РЕ, =, EDEB) BAER 


ТЕШЕН 
(Ја, ч, mdr йа, (5) 
其 中 7 i 
рш, "=, wl P Мы EG o 
0, Жеб, а) 
Б-та й. 
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ЖШ, E, o. 8 是 一 个 连续 型 随机 向 晤 ， 它 的 分 布 密度 为 
(OER plan …, =). (5) 中 的 分 布 称 为 区 域 守 上 的 均匀 分 
*. 

和 一 维 随机 变量 的 请 形 相同 ， 分 布 密度 具有 下 列 基本 性 
Ж. 

1) plar +6, я,)>20, — оса, < оо, $=1, +, 


в Г pies v аддача 1 


利用 测度 和 积分 的 理论 可 以 证 明 ， 对 于 任意 % 维 波 雷 尔 
ЖВ, 


РФБ, =, ЕВ) = (Грба, ++, а) бандан, 
m 
B2, n йй pleu +, аа) ВИТО), DAREN, E 
ERR n RUTERE. 
另 一 个 重要 的 多 元 过 续 理 分布 是 
多 元 正点 分 布设 也 ~ Oia ME ROON ME, 
з= (по) ЗВЕРЬ, [| 表示 B KHAR, a= (а, as, 
е а) а ШЗ ОН" ARERR. ИИ 
Ж 
ples т, а) 
a: %]- + $) rulaa) аа) © 
НАЯ £ Ж (a, В) 的 Ww 元 正 态 分 
市 , 简 记 作 Nale, В) вй (а, В), 
正 坊 分 布 的 分 布 密度 (8) 也 常常 用 向 量 的 形式 者 示 成 
a) L orp- lG ayB-t(e—a) l, (9) 
рб) ЖҮР pÍ 5 } 
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Дф = (ш, ++, о), 
nn 一 1 时 , 癌 我 们 以 前 诬 的 (一 元 ) 正 态 分 布 完全 一 至 
п=2 Bj, 正春 分 布 的 分 布 密度 常常 表示 成 另 一 种 具体 的 


b. bs 
paar u 中 由 于 B 是 正定 阵 , 因此 , bu>0, bas 


ba бз] 
>0, М„<5дб», 10 00, ba=03, 则 Ва ра = 70105, 


其 中 oa>0, 03220, r, 1， 这 就 是 说 , 任意 2x2 EZE B 


都 可 以 表 成 
в-| “Ф aa, 
толеъ Oš 
困 而 二 元 正 态 分 布 的 分 布 密度 有 如 下 形式 
1 


pa, у) = лт 
хар m 28 一 riea unn 
4.2 边沿 分 布 


对 于 给 定 的 随机 向 量 志 - (En En =, 6) 我 们 也 常常 需 
ВЕНА ЕЛА, e 7-5, 各) 的 分 
布 规律 ， 通常 称 

Fi (a= Р(ё <), "7, Fg, (а) = PEs wn) 
为 E 的 (一 级) 边沿 分 布 函数 ; 称 
Бык, ав) ~ P (Š ва, вы аа), +, 
Вт, 2) = Рф «ть S <a), с" 
женси) йш йж bak 一 般 , 称 
Кызы, 5 ты) = Рё За, +, б<) 
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为 寺 的 做 维 ) 边 活 分 布 函数 ， 
边沿 分 布 可 以 由 联合 分 布 来 确定 ， 下 面 我 们 为 了 氢 述 简 
明 , 只 讨论 п=2 的 情形 。 所 得 结果 都 可 以 推广 到 一 般 情形 . 
BE, WAWER F, у), WEZ HOR iH £ 8 
分 布 函数 ER п an FO). 
由 于 Ека = P(&<2), 
注意 到 事件 的 关系 : 
{©<а}={ё<а, n<1) U (£<s, 72) 
U. U (£<zx, рар, 
<, я-а, n<2) 
С-- Е {4 <, ивы, 
利用 概率 的 下 连续 性 
Fila) = lim РЁ <а, n<n) = lim P(e, т), 
RAFF, оТ, 
lim F(z, п) = Iim Р, у) =Ё(ф, +=), 
这 样 我 们 就 得 到 关于 边沿 分 布 的 公式 
Еа) ва, 十 co， an 
Fy) = Рос, y), (12) 
Rh FC, +55) lim (о, y), FO, y)= lim f, 
m). 
下 面 讨论 离散 型 前 情形 . 
RE, 力 是 离散 型 随机 向 量 , 它 的 分 布 列 为 
páa= P(E у=), % j=1, 2, =. 
显然 ,二 所 取 的 一 切 可 能 值 为 e, 1, 2, …。 由 于 事件 长 
一 吉 可 以 表 成 互 不 相符 事件 之 和 : (а) Дель ти, 
ти, ЮАН 
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P(£ =<) =È p, (13) 
类 似 地 , n MAHI 
Р=д -È pu. м) 
08) ЖЕ ИНА, £), BEBAR 
了 它 的 联合 分 布 ,利用 公式 (13) 、(14) 又 可 得 出 边沿 分 布吉 
Иж 
Р@=0)=Р(@ 0, 6-0) —P(&=0, 6-1) 


P(&=1)= РС, =1, &=0)+PE=1, &=1) 
6 2 
720790 
Ea А 
Р(ё,= 0) = Р, =0, 8-0) +P (6,=1, 0) 


-2 
5. 


WREE УРА НЕА (W 2-2), W 
E 的 分 布 列 可 通过 表 中 省 列 相 加 而 得 到 , š, 的 分 布 列 可 通过 
Ж ТАП 49 3. 

类 似 地 ,本 节 例 2 中 的 (1, ED 的 联合 分 布 及 边沿 分 布 可 
列 成 表 2-8. 

以 上 两 个 随机 向 量 的 边沿 分 布 相同 ， 但 它们 的 联合 分 布 
HRAN, 这 说 明 仪 仅 知道 了 边沿 分 布 ,并 不 能 确定 出 联合 分 
#. 
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r, ú їй 
— —— 
! 0 1 P (=t) 
о 6 | в 3 
20 | % | 5 
1 | % | 2 | 2 
| 四 | a j 5 _ 
Pires) 5 | 2 
| Е 
ж 8-8 
| а 
а 一 
| ° | 1 Р) 
0 a ë | 3 
% 5 $ 
1 | È 4 2 
25 25 5 
Peme) Ë + 


现在 讨论 已, ЛЕЕВ БЕЗИН МИНИ. 
(é, ПАЛЕ ре, 0, 利用 CLD 及 (C12) 可知， 
二 和 六 的 分 布 函数 分 别 为 


во) = Fü, +00) =f" (F рб, у), 


Рф РСН, DP (| pe, юй). 
这 样 ,我 们 就 得 出 结论 ， 
ЖЕНА CE, т ЗЕН E 和 
n 的 分 布 密度 ze) 和 pv( 的 可 用 联合 分 布 密度 表册 : 
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mG) = [ pG, ay, 05) 
mW = | p€, уе, ae 
а RE о Аламын, CHERRY 


(参看 (10)) 1 
2-я") 


Р D= Ооо V 1— r sÍ 
(ж-@ _ 2r(e— a) (g — 5) 
7 


Е, 
(0 В)? 
Шиг: } 
利用 (15), COLPA HER £ fi АНЕ, 在 下 面 计 
gb 


AET y 
算 中 , 令 or ü тз 


Pele) =[. ple, ydy 
1 


"кор 
х Г expl- 1 Du? 2тио + 9P]1do 
l-a PP т 
-i 
^/ 27 оу 
~ 1 [- re атак а 
* Г. Уна 0—79) 
i et? 
М 25 в: 
x] t gr туф 
- Var) 
1 sT- 1 = 
МУ 2л о, NETA . 
1 oaa 
-_ 1 ем, 
в: уе, 
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由 此 看 出 ; 二 元 正 态 分布 的 边沿 分 布 仍 为 正 态 分 布 ， 

一 般 情形 有 类似 结论 , 证 明 也 类 似 , 只 是 表述 形式 比较 复 
染 一 些 . 

Ж, +, БАЕ В ВОО P(e e, a), ДЕВИ 
分 量 ( е, 64) << сп, кои 


Pinem Eu се, т) = lim F(s +e, в) 
шл, 


=F (с, с, +, ©), ат) 
EH та (r =1, 2, …, п), Иже Я + eo, 
若 离散 型 随机 向 量 (:，…，6) 的 分 布 列 为 
Piin =P ES e, En = Ean), 
А, ө, i=l, 2, e, 
Wn …, БОЯ 


РФ = +, а) = Ë = S) pres 


Жо = j (r=1,2, +, В), ЖЖ b=1, а= 
车 连续 型 随机 向 量 P +, б) 的 分 布 密度 为 иң =, 
n) Wo es DA EE 


Ре, ++, ш) = [ее н) бает, ,„, (18) 
ЕА 


-4.3 条 件 分 布 


当 同 时 考察 若干 个 随机 变量 时 ,常常 需要 考 巾 , 已 知 某 些 
随机 变量 取得 某 值 的 条 件 下 ， 另 一 些 随机 变量 取 值 的 条 件 概 
ж, 

我 们 对 二 维 的 情形 来 讨论 . 

先 考虑 离 数 型 的 随机 向 量 (8, 9， 设 它 的 联合 分 布 列 为 
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p= P(£=x;, 1-у). EBA 9-9, 的 条 件 下 ( 设 Р(у= у) 
>0)ё 取 各 可 能 值 前 条 件 概率 


Р({ё-а|у= з) = Ёа пем) _ е РО СИЗ 3) - ыг Я 


+12... (19) 
称 为 在 ”=y; 的 条件 下 志 的 条 件 分 市 。 

НИ, 当 PE =z)>0 W, 

P=y в) = Р( =, n=y) _ m 
==) Ўт 
j=1, 2 (20) 

KHE ёз t; Ë ik F m BREDT. 

对 于 一 般 的 随机 商量 伟 ，9) ,由 于 可 能 出 现 Р(п=у) =0, 
因此 不 能 直接 用 条 件 概率 的 公式 来 定义 条 件 分 布 函数 ， 为 了 
在 一 般 情况 下 定义 条 件 分 布 逊 数 , 一 种 自然 的 想法 是 先 考虑 


<< 
P(£<x'y<n<wy+ dy) = Те saam Я 


然后 令 dy>0， 将 上 式 的 极限 定义 为 ?=y 之 FE 的 条 件 分 
ж. 

详细 地 说 , Ж у 是 取 定 的 常数 , 且 对 任意 4y>0, Р(у<т 
<у+ ду) >0, 如 果 极 限 

lim Р@<а\уҗ<)<у+ Д0) 

存在 , 则 称 此 极限 为 在 =9 HRTF E DRETA DR, ЭБ 
用 记号 P(£<x|n-m ER, RARA Е, (а). 

MENEE, 0) 是 连续 型 随机 向 基 的 情形 。， 设 它 的 联合 
分 布 密度 为 pe, 0), E a 的 分 布 密度 分 别 为 (a), в. 
FERE pe, 9), реба), р) 是 连续 函数 ， 注意 到 在 上 述 
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假定 下 , 对 任意 z, 
00) = Г. т(и, аи 


是 ?的 连续 函数 ， 利 用 中 值 定理 , 当 ру) >0 Bf, 
lim РЕ аууу dy) 


зу ура 
А F (Í piu, зу) do 
у 
ое 
| f plu, y+ Oi Ay du 
im 一 = 一 一 一 一 一 
р Daly i bady) 
[зе ды 
pry) 


(I| <à, [Pal <t) 


ЖЫ, 


F, Рај) = м, 


由 此 可 见 , 在 9=9 的 条 件 下 专 的 条 件 分 布 函数 为 连续 型 Ж 
件 分 布 密度 为 
па) =P, эру, en 
RE, 在 Ew 条 件 下 多 的 条 件 分 布 函 数 为 连续 型 , 条 件 
分 布 密度 为 
pe у 
Ре (912) = Ро 3 n (a)>0. (22) 
[95] RE 分 服 从 二 元 正太 分布 ， 有 分 布 密度 (10)， 
WORSE 0.9. 
ш (10) Жр 4, (£, ДВА ple, р) 及 边沿 分 
布 密度 mO) 是 连续 函数 ， 故 可 用 公式 (21) 来 求 它 的 条 件 分 
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ЖЕШ. 


то, y) 
рт) = ИО 


1 етра 1 fr- = 


я 71—18 Srl 


一 一 人 地 一 = |+ 地 一 > 


6105 


205 

НИ 一 一 - i — 
aai эк 2017—19) 

«{@—‹ а)? _ 2r(a—a) (уБ) 二 一 2 


сї 010% ГА 


= 1 ех] {- 1 
aN a VI ЭР} 901-13) 


= өх] {- 1 
N 2an о(1—т?) Р (1—79) 


x[z- (etry >]. 
从 所 得 结果 看 出 ,在 Fy 的 条 件 下 的 条 件 分 布 是 


N (а+-#® т(у-®), ої(1-—т®)у), 


仍 是 正 态 分 布 ， 辐 祥 可 以 求 出 prele), WARMA. M 


以 ,二 元 正 态 分 布 的 条 件 分 布 仍 为 正 态 分 布 ， 


习题 四 


ЕСЕ, 可 的 分 布 函数 为 (а, у). ЗАН АНЫК ЖЕНГЕ 18338, 
P(a<£<b, т<), P(š=a, пу), 
Р 725, PUE, MED). 

fh DARE 2-15 НИГЕ ШК ни. 

2. & 


1 


11! 


"= 
А 1, =+у>0 
ке, 9 (5 +050, 
证 明 Fle, у) 满足 分 布 函数 的 基本 性 质 0-3), ЖИ, А 


而 不 能 作为 分 在 函数 ， 

3. 设 一 批 产品 中 ，44 Жн 50%, BS 30%, C 38 20%, АННЕ 
E3 PR CHR А ЖИБЕ éo BRRR o C 类 的 件数 为 
5, R in So, 名 的 联合 分 布 。 

4. 证 明 多 项 分 布 的 边沿 分 布 仍 是 多 项 分 布 。 

5. И, ОИЯИ 


š 
n 
0 1 2 3 4 5 
0 0 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 
1 0.01 0.02 0.04 0.05 0.06 0.08 
2 0.01. 0.03 0.05 0.05 0.05 0.06 
3 9.01 0.02 0.04 0.06 0.06 0.05 


ЖОЕ, 的 边沿 分 布 ; (ДЛЕ 6-3 ПКЕ F,r 的 条 件 分 布 列 ; (3》 
在 9= 工 的 条 件 下 , Š ЮЖН. 

6. EE 们 的 分 布 密度 为 
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et ' 
рб, =! ” “, = > 
айт ш 4; (оин, ПНВ (3) E WL 
厦 和 的 边沿 分 布 ; 《多 求 出 条 件 分 布 密度 feoC219); OPE 
n<1)=? 
7. ВЯ, 从 有 分 布 密度 
Y 
randt 
0, KR, 


0<s<1, 0<y<2; 


试 求 下 列 概率 
P(£>0.5), Р((п—1)°<0.25), Р(&+<1), P(E<D, | 


第 五 节 随机 变量 的 独立 性 


定义 Ré, 霹 是 个 随机 变量 ,如 果 对 于 任意 实数 
各， 来 说 ， 

Plé <an +, Ёа) = Р(Ё<а)-Р(ё, <), D 
ЖЖ éL e, S. az k abg. 

设 各 的 分 布 函数 为 P Ga), ENER А ЛАН ИЖЕ 
G, е, za), ША) st T 

Е (ау, +, а) = Fa) (а), (2) 

因此 , 通常 也 用 “对 任意 实数 名, …, г, 来 说 (2) 式 成 立 " 作 为 
Š, +, 名 相互 独立 的 定义 . 

利用 第 四 节 (16), 由 (办 可 知 ,对 任何 KHL Сс 

(ть, б, 6, а) РО, oa) P (Su ам). 
ВТ, ЕЕ А, …, 各 相互 独立 , 表示 由 它们 导出 的 事件 
Х,а), т, {б<} НЗ. | 

下 面 分 别 讨论 离散 型 和 连续 型 随机 变量 相互 独立 的 和 
4+. 

па 


定理 1 Ио, Боли, W En 
Жаз ЕАН ATM e ам, 

Ра ++, Ёа) = Рен) P(6 =s). (3) 

ПЕ] 充分 性 ， 假 定 (3) 成 立 ， 设 如 所 到 的 一 切 可 能 信 
为 za ma, бе, аз, е, WAIHEKE Yo е, Yas 

PKg, +, Ё.) 


Рта +, бе) 
> P(r win) P (Ea Bnp) 
=D, P @- ты) х Реа) 


Ри Р(@<у), 
由 定义 即 知 6, ++, б, 相互 独立 。 
ЖЕН. МЕ, o, 相互 独立 ,对 于 任意 给 定 的 一 组 
可 能 值 2，…， а, МЕХ а, +, Ya 由 人 可 得 


Pasica, b= =, б.) 


(+, бањ +, а) 
P(E, <a, S<, +, б) 

Раа LPG <y) Рек 
~P (Ea) PEPE 

-Phasë <et E) РО) РЗ, 


Amoo, 利用 概率 的 上 连续 性 ， 
0 
= Р.а) Р <Р). (4) 
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利用 类 似 方法 , 由 (的 又 可 得 

Р(Ф,=з, ба-а барь, е, б<) 

НР аР а) РФ) РЕ. у. 

依 此 类 推 , 即 知 (3) 必 成 立 ，] 

第 四 节 中 , 例 工 及 例 З 讨论 的 不 放 回 抽 样 问题 中 的 如, S, 
不 是 相互 独立 的 随机 次 量 ， 因 为 

Р@=0, 6-0) -e Р(—0)=Р(&=0)=#, 
жи. 

第 四 节 中 ， 例 2 及 例 3 讨论 的 放 回 抽样 问题 中 的 Eo а 
是 相互 独立 的 随机 变量 ， 因 为 可 以 直接 验证 满足 条 件 (a) ( 参 
ARD), 

关于 连续 型 随机 变量 , 有 

定理 2 (i) Bs БАНАНА pla), +, 
n) ийй, Е, =, Б) 有 联合 分 布 密度 pan = 
Ba) = Pa (a1) pn (а). 

O) жа, o, 名 的 联合 分 布 密度 可 以 表 成 % 个 单 变量 
函数 的 乘积 

Р, че, ад =й»), 

ДНЕ, … Ea MEWE, НЕВЫ o, Кол ВА 
TE. 

[证 } 《i) 在 给 定 的 条 件 下 , 联合 分 布 函数 

(да, 一 


= f. ра (ан) ии. É pa la) dun 
= ваа pd dre, 


BAE ее, Ew) 有 分 布 密度 рш, +, ж) = pi (01) "opa (2), 
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GD жаяа, E тава 

во) || per ei desde 
Ао) fade йана da 
С _ абадда 


| абаб Gd, 
ол, 
注意 到 
1f ж, goal 


= педа) Гань, 
可 知 上 而 的 
а=, ee, =1, 
|. лера 
由 此 知 
Plai ©, En) = оф (ат) ока) = pled рн), 
Ай 


Flann, а) =] | ро, Ga 
=] pp вава 
=f? pda | ро 


= Ри (а) Fale), 
Ш ёз, ee, ё, ЕУ, 1 
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[#11] RE, 办 服从 二 元 正 态 分 布 ， 有 分 布 密度 ple, 
切 如 前 节 (10) 所 定义 ， 则 当 ”=0 时 , É 相互 独立 。 因 为 这 
时 


利用 定理 2(ii) 即 知 有 上 述 结论 . 
[Я 2] ЕЖЕ, +, 相互 独立 ， 且 所 服 从 正 态 分 布 
N (a, 9%), 4—1, e, 利用 定理 2G) 即 知 它们 有 联合 分 布 
密度 
TCA) 
ор еа 


 (Zz)"2o "Ga ої 


каа] 
В (ба, +, БЕА N (а, В), 


ci 
a= (as +, aY’, >-[ о} 
0 а? 


下 面 我 们 拒 独 立 随机 变量 的 概念 再 做 一 点 推广 

定义 ” 称 蝴 机 变量 序列 Es 6, =, 6. … 是 独立 的 ， 如 
果 对 任何 自然 数 m, Én бъ, … Em 独立 。 

定义 FENH E (£u, +, Em), (бы, с, б), 5 
(фи, 名 sw 独立， 如 果 对 任何 实 教 zu, +, Bims Gan с, 


Tan "уйш, U 1 


(бан, 1s быа) 


= Раоа, е, баа). 
对 于 随机 肉 量 ,也 有 类 似 于 定理 L 定理 2 的 定理 ;另外 ,直观 
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ER, # би, +з, бы), (бш, +з, ба), ст, (би, os Še) 
Ж ЗУ, КП ЕЁ (Е, +з, б), Galén, +, б), 
S (Éa, +, фы Р-Р ШУ ОҢ ЖЕЙ ЗУ 0), k— 
用 进一步 的 数学 工具 可 以 证 明 , 这 里 不 再 多 说 了 ， 


3 题 = 
1. G) RE ©ю 
dey, 021, 0<y<]; 
ри Re =s 


Eé п алина 
D RE, р 


sev- êw, 


FJ £, n AREY? 
2. @) # (£, n) 在 以 原点 为 中 心 边 长 为 2 的 正方 形 内 均匀 分 布 ， 问 
& ?是否 相互 独立 
D EE 由 在 以 原点 为 中 心 的 单位 圆 内 均匀 分 布 ， 辽 š, п 


0<=<у<1; 


=, 


PERY? 
3. RE пікай, ВАЗИ, 
e, 220, еу, у>0, 
о у 


АЕ JG, АЕ лиш. 
4. ЖЧ, Нани 
6 0), O<e<1,0<y<1l; 
уа, ре { =) а У 


HE, 
问 名 пане 
5. 设 А, As, …。 da En DEE, < 
i= 他 Ж A, RE; 
0, RATRE. 
试 证 明 , А1, Аз, …， A. 相互 独立 的 充分 必要 条 件 是 让 名 n 
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相互 独立 ， 
6. RG т ОТО 
s= 
ple у, у= 
0, 
WER 5, п, СНУ. 


{(1—singsinysins}, DYS2m бум, 


但 不 相互 独立 。 


第 六 节 ”随机 变量 的 函数 的 分 布 


本 节 中 讨论 的 问题 是 : 当 随 机 变量 二 的 分 布 已 知 时, 怎样 
求 出 它 的 函数 = 了 (6) 这 样 的 随机 变量 (如 o£ +b, E, e) 
分 布 。 这 问题 的 更 一 般 形式 是 ， 当 随机 变量 名， …, €, 的 联 
合 分 布 已 知 时 , РАНЕН 

让 一 页 人 

这 样 一 些 随机 变 基 的 联合 分 布 . 

我 们 只 讨论 连续 型 的 情形 。 主 要 求 出 一 些 具体 形式 的 函 
数 的 分 布 , 从 中 可 以 着 到 解决 这 类 问题 的 基本 方法 ,同时 也 导 
出 一 些 常 用 的 重要 的 分 布 . 

[11] ЛЕНЕ RAA Е ро), 9=48 46, 
Жор а, 下 是 常数 昌 @ 头 0， 试 求 9 一 号 七 的 分 布 密度 gG). 

解 : 记 ? 的 分 布 函 数 为 只 (97， 

2>0 的 情形 : 

@(уу= РОу<у) = PE to 


ене) ко 


-f T (2 


Jau (ТЕЛЕ а= 1+0), 


119 — 


这 样 就 得 出 
ПО) -1p (z), 
a<0 ЖЕ, 
Gy) P<) = Platby) 
(В) poas 


= 
-f srt 


Hau ( 作 变 换 u= aitb), 


得 出 s= (#8 a=), 
把 两 种 情形 的 结果 写成 统一 的 形式 就 是 
9 чат (25 ү Q 


现在 看 一 个 特例 ; 设 专 服从 正 态 分 布下 (oo9), Нм 


900) = 


RREH REN, оз), M О, D. 
[2] ЕЛАН ро), WR 1-е 的 分 布 密 
ШОЧ). 

Ж. Зао АШ ӨШ). 当 g> 0 时 ， — 
900) = Р(п<у) = P(@<y)= Р(— Му << Y) 
=f? poa- | оода]? рода 
Ан, НЕВЫ СЛ Яг = СА, 


= 120 — 


得 到 


в@)- f 
шуо Ы, (0) =0, 
这 样 就 得 到 
д [ате МҮ), yt 
о, у%<0, 

从 上 面 的 例子 我 们 看 到 ,在 求 4 一 了 (8) 的 分布 时 ,关键 的 
ЛЕНИ E < 内 转换 为 在 一 定 范围 取 值 的 形式 , 从 
МИЯ £ УЖЕ, 

кнр НУ ГА 

[的 3] (和 的 分 布 BE ЕЛИТА plen а), 
则 ?一 所 十 名 共有 分布 密度 


sof” во, ода (7 р-н, а, 0) 
特别 , Ш E, & 相互 独立 时 , 设 它们 ө 
КАЗНЕН ДУ pale), palea), 
Жо 6,4-6. 的 分 布 密度 为 


saf” my 


Теру tpl- VD. 


-| p(y- ldu, 
(8) Щщ 2-16 
Пё] (<y) itich 6, EDEB, 
В- (Gu, zz) | baa <). 
«+ АНЕЛ (En 的) 作 为 一 个 点 ， 它 的 两 个 人 
标 之 和 小 于 g， 所 以 相当 于 事件 “(1, 65) ЕЯ B p” GE 
看 图 2-16)， 因 此 , 它 的 概率 等 于 在 此 区 域 上 的 积分 ， 


一 121 一 


Роа) = (| эф, а)ба 


Я 


Фах 
Г 
Г Ра, :—а\йз йи 


=] „Р, sg) drt в, 


о оваја 


ШЖ Л И, 617-65 有 分 布 密度 (2), 当 Ea, S, ЯН НАЗ, plor 


z2) = рита) рее), НА. J 


СИ 41( 商 的 分 布 ) 设 (61, $2) 具有 分 布 密度 plz аз), 


Ж = 51/5 具有 分 布 密度 
s) -F [u |plyu, udu, 


a) 


特别 , i ба, Ea REIRIS, BEE RA AEE ВЕ 2 pi (aa), 


palaa), B| a= 676, 具有 分 布 密度 
gi) [7 hulp (yup: ди, 
ПЕ] P(<g)=P(&/£ <) 
= [| рш, oan 


= |, И Pa, жа) айга» 


-| 


"Г. Pro, wa) аїгйта 
= Г. (а, za) Ga | day z, 
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(5) 


нр = éE НН ЖИВ). 1 
现在 , 我 们 进一步 讨论 随机 向 量 的 变换 , WBA, +, 
加 ) 有 分 布 密度 plen =, в), R 
т=/з(ф bn) Mm falo се, б) 
的 (联合 ) 分 布 密度 . 
事件 {u< e MLY = SEn e, Ey e 
Г (б s ED н) РЕ. “(€ e, ОЖ ЕК Р ру”, 
D= {Ce +, Ba) Ра (aa, бе, Da) <t, с, 
Лб s En) SY}, 
ВЕШ, (т, =, Ym} 的 分 布 函数 
Gu та) = P Oh 9а, +, ma Сн) 
=] ps ад, 


в 


-人 


接 下 去 的 问题 就 是 要 计算 上 式 右 端的 积分 了 这 祥 看 来 , Ж 
随机 变 基 的 函数 的 分 布 都 可 以 按 上 述 的 步骤 来 进行 当然 在 
p, f; 比较 复杂 时 会 过 到 计算 上 的 困难 .在 比较 简单 的 情况 
FT Оп 1-4), 1, а аба, ое, ап), iSl, 
т, ЖМИ К ОХАЈУ т=п), НО — ИТР 
在 且 连 续 时 ,可 以 通过 变量 变换 算出 ， 这 方面 的 详细 叙述 可 
参看 有 关 书 籍 (例如 , 王 梓 坤 车 ,概率 论 基 础 及 其 应 用 ,8 2.8), 
下 面 我 们 引 合 一 些 具体 的 例子 来 说 明 这 个 方法 . 
[#151] С, 6) 具 有 分 布 密度 plen t), Ж 
m=, “m =Š 
的 联合 分 布 密度 q (an, 9»). 
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Ë. Розу, т<) = ff Ples, ал) бабла, 


БЕЯ 
ССА 


ТЕА и=т, ъ=, ҖЕ =, тааб, 而 
雅 可 比 行列 式 


и да |, 
“6 д | 
J- ёч || _ 7 
Ыр |-® 1 a H= Er 
ба д» 21 1 
代入 积分 得 


ти Г мт Я 
Pn <t, ma <t) = |" fol ты, 
FRAC, za) 的 分 布 密度 为 
аби, 由 -zu вт. © 
RE = Bë, 是 名， 名 的 滋 积 , 它 的 分 布 可 以 由 (的 利用 
ЖИЛИНА КАН. 当然 采 积 的 务 布 可 以 像 便 3， 例 4 
那样 来 求 ,这 里 我 们 又 提供 了 一 个 不 同 的 方法 ， 
жб Ж, БАНАН ра, а), Ж Аб 
具有 分 布 密度 
а) = | еб, yuyar a. @ 
(6) #(ë, С, 且 分 别 服从 正六 分 布 (0， 
o), WR m= VETE, nop MEA 
ш, ED 的 分 布 密度 je а). Чин 
出 (nu туюр во 
аба, = || J@n а)ба, а>, 


«рта 
ien 
E] 
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作 变 换 
тема ай, в, 
ЕЯ 


解 得 两 个 反 函 数 ( 分 别 对 应 于 za>0 和 za<0) 


n=- pfii 
1 一 了 2 
Я” 
— s: 
= 
° V+ 


经 计算 , 雅 可 比 行列 式 的 绝对 值 同 为 
|= ш>0, 


РА 
Іў’ 
зіна} 


变换 后 得 到 
G(s а) = [| 525 а dadea 


- a 
Le Б de, бла 


2ra 


мааа 
Buet 
2,0 
л [е ое М 
7 то? ГГ. Я Tiy 
H От, оа) ПОЯ 
е Д, > 
Аул, м) -| а? =’ 91>0, 
° 31550. 


А 


从 所 得 到 的 结果 及 第 五 节 定 理 2 Gi) 可 以 看 出 六 5 па А 


互 独立 ,并 且 分 别 具 有 分 布 密度 
рь) 一 IÑ r: 67 x=, 320, 
0, hA 
1 
Pa) = ЗУБ — 90 << оо, 


СИТ) = (É, 6, +з, Ea) Nala, В), Ь=(М, 
Š;, т, bv) JÉ п ЯН, А'= (пао, аз), … б) n ЗЕ 
ARDRE, ao А Л), RR п ЖЕЕ Ж АЕ 
(aaye tbn аз Ба, +, вы +b.) 的 联合 分 布 。 
解 ， 对 于 任意 给 定 的 实数 2, 22, "U, м, 
Р(а 8 <, аъ Бао, б, 4-5) 
oh (2)? |B|š 
з) +. оао 


ols bos 


xexp {аво о) } dardan 


% dam tbs 
5 y| 2 |-| @%2+5 | дев, 
[А demt tba 


ре Ау В), в-а Ay atd] ЖЕН 
行列 式 是 


| Og Ba s E) 1де A 
Коч? me 1" па, 


Раа, +з, ФБ) 
77 27° баў JB]? 
х epf- (Aao) (ATY BA 


x iy- (4+5. Ааа 
ЕЕЕ 
” (Фа) АВА 
Жекр|- у {Ав-+5)] (АВА) 


x y- (Aa +8) абр. 
因为 4 是非 奇异 方 阵 ，4B84' 仍 是 正定 方 阵 ， 从 AE+b i 
率 分 布 密度 知 ，4E 十 5 仍 服 从 如 维 正 态 分 布 ， 对 应 的 参数 号 
Ав--Ь ЯП ABA. 

Я G) it £= (Z, Es … E) КУЕ n Айз 
标准 下 态 随机 变量 , B E п ЕЕ Jy BE, a 是 % 维 列 向 量 . 因 
为 B 正定 , 一定 有 非 奇异 方 阵 C 使 B= CC'， 考 虑 随机 疝 量 
т=0ё+а, НМ, D, ВИТЯ, п (а, CIC), Ш 
n~N (а, В), 

这 个 结论 说 明 ; n 个 相互 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 经 过 
适当 的 线性 变换 可 以 得 出 具有 任意 给 定 参 数 &<，B 的 正 套 分 
# №(а, ВУЙ ШИЕ Ж. 

G) £= Ese EN ~N Ca, В), B=00'(0 ж), 
则 存在 % 个 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 zz, >, ть, 使 得 一 
+a, Жой = (ль "=, nay, 

事实 上 , RARE —C-ta, WA, НЙТ, n= (т, 
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уН N (Oa -Ota 0-180), В N(0, 1), B On 
++а=С(С-&—О-ау+а=ё, 

这 个 结论 说 明 ， 任 意 具有 有史 维 正 态 分 布 的 随机 向量 总 是 
由 个 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 经 过 一 定 的 线性 变换 而 产生 
的 。 

【 例 9] ”独立 的 标准 正太 随机 变量 经 正 交 变 换 后 仍 是 独 
立 的 标准 正 态 随机 变量 , 确切 地 说 , 设 E= Eu =, 6), п= 
(т, … ть)’, Ж, +, 如 是 独立 的 标准 正 态 随机 变量 ，C 
是 一 %Xn 正 交 阵 ，?7 一 0， 则 а, +, 也 是 独立 的 标准 正 
态 随 机 变量 . 

事实 上 , БУЛОО, Ту, 根据 例 7, п N (0, OO) 注意 到 
СВЕЖЕЕ, MA и ОО, 1), 

【 例 10】 Elé +, Š, нь г E Nala, В), 
Ж = (Фф, =, Ey 的 分 布 ， 

М. HETER В SRA OE PEBE N 

ві ( Bu Bo ) 
Вы Ba 

Вир ЙЛ, НУ BEE, Вы 仍 正定 ， 相 应 地 把 总 а, z 
也 写成 分 块 形式 


-($°) - (=>) - (=) 
¿= ‚ а= ‚ 2= ñ 
Š GG; Xa) 
Фр, та) ЖРВИ, 

考 虚 随机 向 车 


( -人 ye) 
Ф&ф-ВаВибь) \- BaBa Ты 


НЯ 7 知 , RJ n Е Ян, 对 应 的 参数 是 
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( Ts о y a) -( аа \ 
-BaB 1,.,А аә \щв—ВыБёа„/” 
( +L 0 2 В.\/1, — Ви Bo 
BaB Inp/\ Вы Ba ) ( 0 L, ) 
(Ва 9 
| 0 В» BaB Ba ) 
所 以 有 联合 分 布 密度 


Pils Za, t, Z) 


1 
OO 
(22) | Bil? | Взз- Bo Bi Bii? 
1 muy Cay ú 
x ө 一 і ) 
2 \ ze —aw+ BuBi ac, 


( Ba 0 ү 
0 Ba BaB Bis 
x ( 0D — 41) J} 
Zay— tyt Вы Ву йау 
1 B- 
exp{ -Fo -any Вир “ayl 


1 
x—— 
(2л) Z |Вь— ВВ" Ba |° 
x ер 205 —aa +В. Віа)" 


т (2а) | Вы Ë 


x (В Ba Bii Вә) Чао qay + Ваа), 
£a = (En o, Е) ОЛЕ 
Гр о + овна, 
T exp {= (аа-а) ВЫ (жа, - к). 


(x) (Bul? 
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WA, Sa = (©, …, ÉEN RA p 维 正 态 分 布 ， 对 应 的 参数 是 
а ЖІ, 2, …， РТА, Вы 
习 的 第 症 行 ,第 2 行 ，, 第 卫 行 与 第 工 列 ,第 2 列 ,…, 第 Pp 列 
相交 处 的 元 素 组 成 的 方 阵 

类似 的 可 以 证 明志 的 任何 下 个 分 量 (和 和 +, S) GT 
k<n, ISi <<. ап) ЕЕ, 对 应 的 参 
数 是 4 о 的 第 也 个 , 第 六 个 ,…, 第 记 个 分 量 按 其 原 有 的 
ЖЖ ЖШ ЖН h ипар, В ВИЖ ы, on ie 
FIR UF, ia 列 ,…, de PERE M НЕ ГНН E 
ЖЕЙ k ЙОТ. AAEE REAR 
REER i, в, …， 如 个 分 量变 换 成 前 五 个 分 县， 然后 利 
用 例 10 就 能 得 到 这 个 结果 . 

最 后 我 们 给 出 几 个 由 正 态 分 布 时 出 的 重要 的 分 布 ， 这 几 
个 分 布 在 数理 统计 中 经 常用 到 ， 

L PAR 

ИТНЕ ЕЛАНА Q AÁ яп 
ла, 


аау 


0, 20; 
1 т-а -2 
йе В, #20, (8) 
>e (2) 
AIEE € a), WE £ 为 自 W L 23 ma x? 变量, 或 简 


ПРЕ, 
Ж 由 下 面积 分 定义 的 函数 


re -f aede, (p>0) 


称 为 Gamma 函数 ， 利 用 分 部 积分 容易 证 明 
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r= Ф-0Г(р-1). 
г(Р-Уз, г@)-=1, 
1'(ру-(р—-1)1! 《〈 当 2 是正 整数 ) . 
容易 看 出 , 当 n 一 2 时 ，(8) 就 是 参数 a= 的 指数 分 布 ， 
(参看 第 三 节 , 3.2.) 
下 面 来 说 明 产 生 Z 分布 的 一 个 重要 背景 . 
НА, o, E ABR har ipa t, S — N (0, 1), Да? 
=&+--+@а- PQ). 
事实 上 , д 的 分 布 函 数 
ala) = Рава = | кел ш 
ар 


为 了 求 出 HAMER, 进行 于 航标 地 
zi = pecos f, cos бз. "cos, -r, 
#a= pcos Өү 036. ‘ша, 


Фа 1=р008 P sin ба, 


za = psin Os, 
да ды... бл 
др 28, 20.1 
бз да бю 
J=| р № 20,1 
ёхһ © дк, 


2р 261° Opa 
=L DOn 59, бл), 
可 得 
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z z 

PELE 1 - „з 
swf S ИХ рте тв 

x |D(0,, ++, бз) ido dadana 

ja 


= Е 
-0f 176208, (=e) 
° 


其 中 四 
я 1 
Г.Л, лу" 
x |D(6,, ++, Өл.) 199-0934 
是 一 常数 ， 为 了 确定 C КИЙ, 
1- lim 600) =0 |" ta 


0° 1-1 овоо? ГО 
о "и очи 02: r(2), 


кш с=— Су 


Gla) EO [аз 2du， 当 x>0. 


2. 分布 
W = N(0, 1), пеп), BE, 相互 独立 , M ¿= 6/ 
J Yut/ Vu RAINER 
Г Пт а а 
r 2 ) (+) °. (9) 
Утв) 
这 个 结论 可 推导 如 下 : 
EM na BA A 075 (—se<z сео) А 


яб) = 


1 з, Куо), 且 它 们 相互 独立 ， 所 以 的 分 布 


P т 
PH) 
函数 为 
aO PUL) = P(N NE/ N n <a) 
1 ta -lan 
= | и в ds dy. 
na Узе? (2) 
FEIER 人 人 
=, у=, 
ôs à - 
22 = Е. 1267} Ее: 
= = 0 
ду ду , 
BW Bol | Ó 1 
得 GO= f "= „е ее» Фо du, 
vmar (2) 
В С 有 分 布 密度 
工 "h P D o 


нике 


^/ Зита? Г 5 
ни), 
ПО] -一 一 二 一 
М Эта 2" Г (2) 


= a HE mia 
ху (а н). оча 
ре 
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这 就 是 (9). 

КЕЗЕТ 
Vz 的 分 布 密度 ， 再 利用 商 的 分 布 (例外 求 出 的 分 布 密 
E. 

ЦО t zy ЙОН Ë b Дор» 1 8%, Ша 
Eiln), РНЕ ЕК) R ñ htnas t 变量 ， 
或 简称 二 变量. 

3. РУЖ 

ВЕР), по), А ё, яи, ME /2. 
一 一 п. 具 有 分 布 密度 


mon 
T) ga (тє+ау "Т, z>0, 
ко тг % 
0, т<0, 
我 们 通过 下 述 步骤 来 时 出 的 分 布 密度 : 先 求 出 /7 的 
分 布 密度 ,得 进一步 家 出 < 一些 СПИНЕ, 
£, ЕЖУ, 且 分 别 具 有 分 布 密度 
= 1 
#70) 


2. (2) = 


1 а 
pU) = ғ 31767, у>, 
К 


r(2) 
利用 商 的 分 布 密度 公式 (5) (И 4), MI E/n ЖЕНЕ 
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Ртб) 一 F ра (и) pa G |a |ды 
2 人 1 аи + 
“77 


PERI OHD, 


ва =r 


1 
хаа tit 
mtn 
zC 2 ) 25 еър" 
гг ) 


ИЖ 1р (1), Ba = T 的 分 布 密度 为 


96) = = йт (ë ) 


m+n " 
ы row aa eey 


гг 


及 (10) 为 分 布 密度 的 分 布 称 为 第 一 自由 度 为 mm， 第 二 自 
DAANG E у, ЕРЕ (m, п), НЕ S Fm, 
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=), ШИНА m n 的 FER RAR FEE 
六 分 布 , 分布 和 下 分 布 是 数理 统计 中 经 常用 到 的 三 个 
分 布 ,它们 的 数值 已 制 成 表 以 供 查 用 。 
习题 六 
1. 设 扣 的 分 布 列 为 
š 


Р 


ЗН 62, 022—2, p= lE +1 的 分 布 列 。 
2. RE, n HARFDA 


š 
p 


непа, нор Сеп BAWA р бо 的 分 布 列 . 

з, E En иа, ДНЕ М, вА, Е 
O аъ АН MHM NEBAT 
орана = (улы) (62). 

4, жа, жу, 6 服从 二 项 分 布 DCm, p), & 服从 一 项 分 布 3 
бы, р). В & +£ ВАЛ бить р), 

TEREA САННИ, + ЖЮК 

试验 中 成 功 的 次 数 ,利用 上 还 结论 证 明 内 十 妇 十 … 十 征服 从 二 页 
分 布 bGu р), 

5. В Ма, a), ШИ пе 具有 分 布 密 度 


апата 


т) =——5. L , 
= ü 0<2<9, 
р) УЕ e А 


-2 -1 0 1 2 


9.15 0.2 0.3 0.2 0.15 


o 1 2 „|0 2 


0.5 0.3 0.2 р| 0.6 0.4 


这 个 分 布 称 为 对 数 正 态 分 市 ， 
6. 设 二 服从 指数 分 布 ,具有 分 布 密度 
Ne, х>0, 
ramio 2<0, 
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10. 


п. 
12. 


13, 


14. 


证 明 , rmita 是 一 常数 ) 具 有 分 布 密度 
dacie, ира, 
һ®-{, и 2, 
ХЛ ® Ж (WeibulD АЖ, 


， 设 对 球 的 直径 作 过 似 测 量 ， 测 量 值 在 [4, ДР, КАЕ 


的 分 布 密度 ， 


， 阔 气 体 分 子 的 速度 是 随 册 向 最 了 = (д, o i), AARETE, 


ВАЖАЕ В: ANO, o), 试 证 速记 的 绝对 值 ¿= VETH 
服从 马克 斯 威 分 布 


Р 2 2 


又 分 子 能 量 пер 的 分 布 密度 为 何 ? 


:已 知 方程 避 +az+8 一 0 的 两 根 独 立地 分 别 在 [一 1, 让 中 均匀 分 


布 , 试 求 系数 a 有 的 分 布 密度 


EE п, Ол 
вену, д>0, у>0, #>0; 
p у, DESP 其 它 
ЖЕНЕ. 


HE, п, лат), бле? (ту, ШЕЯ ЕП Отт). 
已 知 7 可 互 独立 , 均 具有 分 布 密度 


0-4” =>0; 
0700 RE 
+, qi- 是 否 相互 独立 ， 


+ 
E DRENERE 


е, »-| 1449, ул, В 
5, 其 它 ， 
RIE ian REN 18 E 52 ах, 
E n IRSZ, BARAL 
了 个 = 内 一 PPO 一 及 一 加 和 
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Ф{=тах, 0), К OC DEREI, OL RAA, E 
ATLARA, 

Сал, (Ck е-В-р <р 

{= e=l= n=x, 8), >р 

=, 6—0 ==1, 60-р, 6-0), АББ 
{=} = {шах 办 一 看 


} 


t l, я=8}.] 
15. ёз (т, n), в т), Вы, Рок) DEJE 6, $a BA 
ЖЖ, 证 明 ， 对 任何 正 实数 т, 有 

Pi) =1—F,Q/2) 
(这 个 性 硕 有 时 对 硒 五 分 布 表 有 用 )。 


хи 


o E MARR 也 (人 连续 ,证 明 FEOEO, 1]. 上 均匀 分 布 ， 
.二 在 [0 1] 上 均 色 分 布 ,证 晓 —In ë 服从 自由 度 为 2 的 必 分 布 。 
. 专 服 从 对 数 正 态 分 布 ,证 明 纪 仍 服从 对 数 正 态 分 布 . 
‚ (€, 四 是 二 维 随机 变量 ， 若 P(E 一 0) <, С ЯМ, Е т 
立 . 
5. 多 维 正 态 分 市 的 边沿 分 布 亿 是 王 态 分 布 ， 到 过 来 对 吗 ? 考察 下 面 
的 例子 ; (从 看 概率 分 布 密度 
9, Ш лу<0; 
PG, »-| 1 


$s” 
ay. 


кош DD ++ 


算出 所 9 的 边沿 分 布 . 
6. 在 线段 (0, a) РЕВВА, 试 求 两 点 距离 平方 的 分 布 。 
т. & 只 服从 参数 为 (0, 0;1, 1; p) 的 二 维 正 态 分 布 ,证 明 


PC> 0 п>®) РКО, п<0) 140. esinp, 


PELO, ү>б)=Р(&>0, т<бу=---у- aresinp, 


š, Ë “5 БВ, ЖИЕ La, БЕРЕГИ. 8 m= min (&J, 
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Ей, OR От, MARIRE MARE, 
30. LE RR mina УЕ. 


第 二 章 小 结 


当 随 机 现象 用 随机 变量 来 表示 时 ， 用 随机 变量 的 分 布 律 
就 可 以 描述 随机 现象 的 概率 规律 ， 这 出 一 般 用 概率 空间 揭 述 
随机 现象 有 许多 方便 之 处 , 例如 ,我 们 可 忆 用 所 熟悉 的 微 积分 
知识 来 研究 分 布 律 . ` 

研究 随机 变量 的 分 布 及 其 数字 特征 ( 见 第 三 章 ) 是 本 书 的 
中 心 内 容 ， 

离散 型 分 布 和 连续 型 分 布 是 两 类 常见 的 分 布 ， 前 者 有 分 
布 列 ,后 考 有 分 布 密度 . 

对 独立 随机 变量 的 研究 在 概率 论 中 占有 重要 地 位 ， 本 章 
着 重 讨论 了 独立 随机 变量 函数 的 分 布 . 

求 随机 变 基 的 分 布 的 问题 仍 是 求 事件 概率 的 问题 ， 求 随 
机 变量 的 分 布 (包括 一 维 随机 变量 的 分 布 ,多维 随机 变量 的 联 
会 分 布 与 边沿 分 布 , 随机 变量 函数 的 分 布 ) 是 一 项 基本 功 , 要 
认真 地 做 一 些 习题 才 会 有 所 收益 . 

正太 分布 , 二 项 分 布 , 均匀 分 布 , 泊 松 分 布 都 是 常用 的 分 
Ж, 除 正 态 分 布 外 , 它们 产生 的 背景 都 在 第 一 章 讲 过 , 要 记 住 
这 些 分 布 的 形式 . 

妇 分 布 ,二分 布 ， 忆 分布 是 数理 统计 中 常用 的 分 布 ， 分 
布 的 形式 不 必 记 住 ， 俱 要 熟悉 是 馈 些 独立 正 态 随机 变量 的 裔 
数 服 从 这 些 分 布 。 为 了 这 个 日 的 , 建议 读者 在 学 了 这 一 部 分 
ВЕ 1.3, 
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# = Š 
数字 特征 与 特征 函数 


随机 变量 (或 随机 变量 的 分 布 ) 的 数字 特征 是 指 刻 划 随机 
变量 (或 它 的 分 布 ) 某 些 特征 的 数值 ， 打 一 个 比 险 , ЕШ, 你 想 
研究 一 个 工厂 的 工人 年 龄 状况 ,如 果 你 能 得 到 一 张 这 个 工厂 
的 工人 华 龄 登记 表 ， 你 就 会 感到 很 满意 ， 因 为 你 需要 的 资料 
全 有 了 ， 但 是 ， 如 果 你 想 出 较 一 下 两 个 工厂 工人 的 年 龄 ， 例 
如 ,总 的 看 哪 一 个 工厂 工人 的 年 龄 更 大 一 些 , 那 你 只 凭 两 张 登 
记 站 还 不 行 ， 还 要 进一步 算出 每 个 工厂 工人 的 平均 年 龄 ， 夏 
一 看 哪 一 个 工厂 工人 的 平均 年 龄 大 ,对 年 龄 登记 表 来 说 ， 年 
龄 平均 值 就 是 一 个 数字 特征 ， 它 在 一 定 意义 下 刻 划 了 一 个 工 
厂 工人 年 龄 的 大 小 ; 最 大 年 龄 、 最 小 年龄、 最 大 年 龄 与 最 小 
年 龄 的 差 等 等 也 是 这 样 的 数字 特征 . 

对 于 随机 变量 ,我 们 在 第 二 章 中 曾经 说 过 它 的 取 值 规律 
由 它 的 分 布 律 完全 刻 划 了 ， 但 也 需要 定义 一 些 数 值 用 来 刻 划 
它 的 某 些 特征 ,如 取 值 集中 的 程度 , 取 值 的 大 小 等 等 、 


第 一 节 数学 期 望 


11 数学 期 望 的 定义 


为 了 帮助 读者 理解 教学 期 望 的 定义 ， 先 举 一 个 例子 ， 在 
一 个 盘子 里 装着 六 个 相同 的 小 球 ,其 中 有 三 个 球 上 写 着 “2 
BARESE L, 一 个 球 上 写 着 “一 1"。 规定 从 绕 中 任意 取 
М, 记录 下 球 上 的 数 ,然后 把 球 放 回 八 中 为 一 次 试验 ， 
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如 果 问 你 在 三 次 试验 中 记录 下 来 的 三 个 数 的 平均 值 是 多 少 ， 
你 会 觉得 很 难 回答 ， 因 为 记录 下 来 的 兰 个 数 可 能 是 三 个 “2”， 
ВЕТ", 1 ER, k= АИВ 
ЖИ, ЖЕ АЛИ НЕТО ЗЕ ВТ ИТО АЕ 
就 是 ， 有 一 个 分 布 列 为 


2 1 -1 
(2 1 1 ) 
2 8 6 
的 离散 型 随机 变量 《一 一 试验 的 结果 ， 因 为 让 二 独立 地 到 三 
个 值 , 将 取 到 的 第 一 个 值 名 ,第 二 个 值 6, 第 三 个 值 铝 仍 是 
随机 变量 ， 所 以 平均 值 吉 (Eté +É) 也 是 随机 变量 ， 无 法 


精确 预言 它 将 取 什 么 值 。 然而 如 果 让 试验 次 数 增多 ， 即 让 
到 比较 多 的 值 ,情况 就 会 发 生变 化 ， 便 如 ,让 到 心 个 值 , 其 
中 有 na 427, nag АА”, ты AD, HPE m АЧАР 
均值 得 ， 

ахти ахта (= Dx 
ТСЕ AD, na + “P „та 个 “一 
计算 这 ns 个 值 的 平均 值得 : 

3x пен (- Dte, 
ASERTAS E MVELASE 

279 a3 "аз 

хатах (r, 
其 中 Вы, ла... Дт, nə, … ЗАИН 4-2} 
出 现 的 频率 。 因 为 mw, ты, … 比 较 大 , 这 些 频 率 稳定 在 
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Al N Nos Z 
Е. т Ж? -REE 


Е, Te, пы REE 


Р@--1у-4 

上 , 因而 这 些 平均 信 稳 定 在 
эхх zt Dstt 
k. жнахветав, аеннан, PINAR 
ZN ПЕЙТ ЕЛА ERTSE MART MS 


示 了 专 的 平均 信 的 类 小- 
一 般 , 着 离散 型 随机 变革 有 分 布 列 


(" ‘аа = ") 
Фі mo с Ра 
еН, РЕНИ ар 上， 我 们 将 称 


数值 Зар 为 E 的 数学 期望 
жу ИЕ ERANA 


了 


(= аз се а =) а 
Мр: ра ee р 
车 级 数 

z ар (2) 
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Wak, Ай Жоп 


7 а. (8) 


为 随机 变量 5 的 数学 期 望 , 记 作 BBE， 否则 称 的 数学 期 望 不 
存在 . 

要 求 级 数 (3) 绝 对 收敛, 为 的 是 使 级 数 和 与 项 的 排列 次 序 
没有 关系 . AERE HRR, 因为 随机 变量 的 平均 值 稳定 
在 什么 地 方 应 当 与 ( 力 中 各 项 排列 的 次 序 没有 关系 . 

下 面 我 们 将 要 给 出 连续 型 随机 变量 数学 期 望 的 定义 .为 
了 帮助 读者 理解 这 个 定义 , 仍旧 先 看 一 个 具体 的 例子 。 设 随 
机 变量 专 只 在 有 限 区 间 [e,， 芒 内 取信 ,有 概率 分 布 密度 pe), 
当世 取 比 较 多 的 值 时 ,我们 希望 知道 这 些 信和 的 平均 信 稳 定 在 
什么 地 方 、 设 取 的 值 为 zz za 5, 2, ЖЖ DE 
分 为 号 个 小 区 间 ， 分 点 为 a1 一 @)， 2,*…, ов (= 5), Ш 
2. Е [a;, аш), ЖН] а К z. В Е п АА n t 
AT [es maa), 1, 2, +, m, WJ 


LS паза: 
= urha э (4 


因为 是 事件 (а Са) 在 % 次 试验 中 出 现 的 频率 , 稳 
ЖЕ Р(а<@<аы) ре) (аав) Е, 91,2, mm B 
иа i ВЕ Заре) (аьаа) 上 ， 而 这 个 数 就 是 各 
Е punis 
Е 应当 稳定 在 积分 
вода. 

ЕХ НИЯ ИЖЕР), BRD 
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[рода ® 
Ж, 则 称 积分 
(љое (в) 
为 随 灿 变量 的 数学 期 望 , 记 作 ЕЕ, ПЕНН 
存在 . 
从 数学 期 组 的 定义 可 以 看 到 ， 了 是 由 的 概率 分 布 确 
定 的 , 所 以 也 称 КЁ НИЕ. 
СИ ERASE ЛАН, R EE, 
ж. EAA 
P= DERA A k=0, 1, 2 e, 
相当 于 (2) 的 级 数 . 


м 


所 以 Ec РЕ, 而且 ЕЕ 这 里 我 们 看 到 了 泊 松 分 布 中 参 
BAREL 
[#12] ESN (a, o°), 试 求 BE, 
8, EARR E E 
1 _„ "ы" 
re) "Z° , 


а 
相当 于 (的 积分 是 


[EE 


— 4⁄4 — 


由 于 
| аак |” 2a. 


1+6 == alz 
ыс ы a (w= 21) 
Не шм 
= [|+ = ета) += 
БЕ 存在 ， 
вё-| арбаа ш, 
-oe du (==) 
= л ин (“е 1“ du=a, 


这 里 我 们 又 看 到 了 正 态 分 布 中 第 一 个 参数 5 的 育 义 。 
{73 Ети 
Ора. 
р? зая. 
这 时 z 
го? ү: > л 
[ы (Ез?) “-5], ту” 
sip nto) 


x I+ 
= lim Imas z), 
тэзе т 


相当 于 (5) 的 积分 发 散 , 故 BE 不 存在 . 
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[4] 吉 服 从 参数 为 (n, Pp) 的 二 项 分 布 , 试 求 E€. 
м. ЕЖА 
Р(Е=Ю = Op Ip k=0, 1, e,n 
因为 上 是 只 取 有 限 个 值 的 离散 型 随机 变 基 , НЕХ, НЕ 一 
定 存在 , 
E€ ую“ 人 一 条 全 


>Я нота" 
ЕТ 


5 а) ОП 


хина pea 
=прГръ ~p)" = пр 
[415] нн m BJ z ER, OR Кё, 


ii: | — 
° 


数学 期 望 是 概率 论 的 一 个 基本 概念 ， 希 望 读 省 在 学 习 这 
一 部 分 时 注意 下 面 几 点 : 

第 一 ,什么 叫 建 机 变量 的 数学 期 让? 由 定义 短 , 一 个 离散 
狸 随 机 蛮 荆 的 数学 期 望 就 是 由 (3) 式 给 出 的 一 个 绝对 收敛 级 
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数 的 和 ; 一 个 连续 型 随机 变量 的 数学 期 望 就 是 由 (6) 式 给 出 的 
一 个 绝对 可 积 画 数 的 积分 . 

第 二 , 谈 到 数学 期 望 概念 的 含义 时 , 有 时 说 :“ 数 学 期 望 表 
示 随 机 变量 章平 均值 ?对 这 句 话 应 该 理解 为 ， 当 随机 变革 
独立 地 取 比 较 多 的 值 时 ， 这 些 什 的 平 岁 什 稳定 在 随机 变量 的 
数学 期 望 二 在 定义 之 前 我 们 已 用 个 别 例子 说 明 过 这 一 点 ， 
第 四 之 大 数 定律 部 分 还 将 看 到 更 一 般 的 说 明 ， 

第 三 ,在 本 书 中 , 我们 只 对 离散 型 的 和 连续 型 的 随机 变量 
给 出 了 数学 期 望 的 峰 念 ， 对 一 般 随 机 变量 定义 数学 期 望 ,和 需 
要 利用 更 多 的 数学 工具 ,读者 可 参看 严 士 健 等 < 测度 论 与 概率 
WER, 

今后 ,在 许多 场合 要 讨论 随机 变量 的 函数 的 数学 期 望 , 这 
里 给 出 一 个 关于 随机 变量 函数 的 数学 期 望 的 重要 定理 ， 

定理 1) (д, &, +, 名 ) 是 离散 型 随机 变量 ,有 分 布 列 

P(Eé1= wn, бав, 一 
(in în e, a5 l, 2, 0e), 
Jlis е ъа лий, ЖИ 
ХУ Хы, taw т Bnn) (Pait 
Rek, W Bg(&1, £, +, ДЕЛЕ, ЗЕН 


Bglés, ёз, е, En) 
-2 > (ащ, бв, 5 Qa, ныч, 


2) (En Фа, =, 吉 ) 是 连续 型 随机 变量 , 有 概率 分 布 密度 
(ал, mo +, а), go шз, е, а) т ОЙ, НАЯ 


Го le de 


收敛 , 则 2008, +, E19) 存在 ,并 生 
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-人 ee 


证 明 这 个 定理 需要 更 多 的 数学 工具 , KERTET. © 
要 说 明 的 是 :按照 数学 期 望 的 定义 ， 如 果 9, +, ЖШ 
散 型 随机 变量 ， 应 该 先 求 出 它 的 分 布 列 ; 如 果 glé, o é) 
是 连续 型 随机 变量 ， 应 该 先 求 出 它 的 分 布 密度 ,然后 判别 
Юд(&, en Б), E Eg(ë,, ++, 如 ) 存 在 时 利用 (8) 
或 (6) 计 算 Ед(&, =, 6). WR о, +, ENET W k 
型 也 不 是 连续 型 随机 变量 ， 就 应 该 按照 一 般 随机 变量 数学 
期 望 的 定义 判别 Bg (后 ，…,， БОМА Я 2006, +, 
E). 这 个 定理 的 意义 在 于 给 出 了 一 个 更 便于 使 用 的 判别 
Eg(ë,, =, 如 ) 是 否 存在 及 计算 Egér ++, Ё) ЙО, 

有 一 些 随机 变量 函数 的 数学 期 望 有 特别 的 名 称 、 

定义 是 随机 变量 , 7 是非 负 整 数 ，s 是 非 负 实数 ， 称 
ЕБЕТ, EE-E HERTS, PK 
Еі Ес, ЖЕ ЕЕЕ i s 阶 绝对 中 
СУА 

ЕЕ AA E РИБИ КАЕ 
期 望 的 定义 之 中 。 

定义 PIER Ell, 2,56, mjel, 2 
МЕ, ЛЯ 


Её EBés (~ Em 
Еа Без ce Еһ 
шы- = Te 7 АБ 
Шы Bn с ER, 
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Lg Ema kii imd 
的 数学 期 望 , 记 作 EE). 
[#6] ¿—N (0,1), ЖЖЕМЕЙ М, ВУ 


и. 
ж. 当下 为 奇数 时 
= в Z dx=0. 
当下 为 偶数 时 
вр еа 2 ога 
уе (в) c (2) 
Еа 


= (Е—1)(®—3)+--8.1, 
ИТ] E= (én +, E) RAZ На (au wo 
а), B= (u) (n 阶 正定 阵 ) 的 多 维 正 态 分 布 , АЖ Кё. 
Ж. MEROS), НАЖАТИЯ 8, E~ 
N(a, b), НИЗ, pe =a. WA 
BEé= (Её, Es, **, ES.) = (as, aa, =, a) =a, 
[ 例 8】 申 、 乙 两 台 自 动机 床 生产 同一 种 标准 件 , £ То 
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分 别 表示 甲 , 乙 各 生产 1000 件 产品 中 的 次 品 数 ， 经 过 一 段 时 
间 的 考察 , ë. "的 分 布 列 分 别 为 
¿Jo 1 2 3 


ол Ол 0.1 од 


дот 


Р,| 9.5 оз 02 00 
АШ — ЖЛ 80) 
比较 两 个 随机 变量 的 平均 值 
Её-0х0.1+1х0.1+-2х0.1+3х0.1-0.6, 
Ез=0х0,5-+ 1х0.3+2х0.2+8х0.0=0.7, 
BE 所 Wn， 说 明 机 康 四 在 生产 的 1000 件 产品 中 次 品 平均 数 比 
较 小 , 所 以 机 床 甲 质量 比较 好 ， 


1. ВИЕ сж) 
Е ~3 0 1 5 
В: |0.1 0.2 0.3 0.4 
АЖ ЕЕ EO ЕЕ. 
2. & АШИНА, 即 有 概率 分 右 密度 
1 в 
рее a, @>0, 


RR ЕЁ ЖЕР, 
3. Е RABARBAR MAWRA 


一 150 一 


WR EE 及 Е. 

4. RRRA 3 个 白 球 3 个 红 球 ， 将 球 一 个 一 个 取出 ， 每 次 取出 后 不 放 
回 , 设 在 第 二 次 第 二 次 取得 红 球 , ВАК EE, 

5. БЕЊ О m WR ES, 

6， 在 线段 O D МЕКИ, WORA RER К Aa ЖС ЧОН 
型 ， 

T. 二 是 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 , 若 数学 期 望 存在 , 则 

щ= $ PEH, 
8. $ N(a, o°), ИЖЕ BJ £ МЯ, 


1.2 Веня 


性 质 1 一 个 常数 的 数学 期 望 就 等 于 这 个 常数 

ПЕ] 可 以 把 常数 。 看 成 一 个 离散 型 随机 变量 ， 有 分 布 
3j Р(с=с)=1, 由 定义 卫 Ec=c, 1 

ER? “是 一 个 常数 ， 洲 随机 变量 上 的 数学 期 望 ES 
存在 , 则 号 的 数学 期 望 存在 ,并且 Е (оё) = сн, 

【证 】 在 本 书 中 只 能 分 别 对 离散 型 和 连续 型 的 情形 给 出 
HH, 

车 上 是 离散 型 随机 变量 , 有 分 布 列 

Р(ё=а)=р, i=l, 2, =", 


这 时 级 数 
总 load p= lel $ 11р 
因为 БЕ 存在 而 收敛 , 故 Бобу. 
ECE) =Ñ} (oo) pe $ ар,—оЕё, 


若是 连续 型 随机 变量 ， 有 概率 分 布 密度 2(%)， 这 时 积 
分 
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站 elpm=lei 六 elpeoam 
因为 БЕ ТЕЛЕП, Ж EODH. 
ве -| орде о |” oplade =E, 1 

以 下 的 作 质 3—6 将 具 对 过 全 型 的 情形 给 出 证 明 , 离散 
型 情形 的 证 明 留 给 读者 . 

性 质 8 ADEE, 6, o. 的 的 数学 期 望 存在 , 则 
Estat- TE, BS 望 存在 ,并 且 

开本 

【证 】 И, 56) 有 联合 概率 分 布 密度 ра, п), 

КИЛАТ 
ва) = f e 和 ади dera denar das, 


i=l, 2, +=, n, 


e pie 

т [Tat tapt ч дшш 
+ po 

< || -f 下 


=> F | [pe (а) бш, 


BA Её! (4-1, 2,…, п) ЛЕ, АНН, 所 以 不 
ЗАЖИМЫ, B11 ERA E teti EE 
Е) 


=- 人 aaa dr 
-57 v f ples ae, зав dan 
| 


apain ЭЕ. 1 


жи1 2-06, & …, С Жл НЕШЕ BE, 1— (L. 
НЕЮ п НЕ, И 


EYEE 

[uE] EVES EQ E tt be) 
hh Bt ЕЁ, 
rhe. 1 


推论 8 E= (Ea mxn М, AJ TER a E y 
1x m 矩阵 , 则 


BAE— ABE. 


[证 】 设 4 的 第 行为 ts, 1-1,2, +, 4 的 第 j 列 
Hén 3-1, 2, n, № 


а 
ЕА = 4 : je en, Ea) = E(a £) = (Baog) 


П 
Фа) 


аф 
-ao i = e, EEn = AEE 1 


а 
性 质 4 ЯЕ E э ЛЗ, Её, B89 存 在 , 则 EEn) 
存在 ,并 且 
вы) = (ЕЁ ЧЇ, 
【证 】 RE 人 有 概率 分 布 密度 ple V). 
ХЕ], 8 分 别 有 概 率 分 布 密度 
ра) = 70а, Dey, 
的 = 全 ao ds, 
а 
ple, у) = реба) ра), 
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pa [узо йй 
ее ap)anm 


ада тараа, 
Іл ЕС) Е, Н. 
в [7 арба, добу 


= = 
=f apode f" op 0y 
-EE En). 1 
利用 数学 期 望 的 注 质 有 可 能 使 一 些 随机 变量 数学 期 望 的 
计算 得 到 简化 ， 
[#19] 在 % 次 独立 试验 中 每 次 试验 成 功 的 概率 是 p。 
设 吕 表示 第 次 试验 中 成 功 的 次 数 , 则 名 有 分 布 列 


0 1 
(е Р ) 
并 且 Ет=0х(1—р)Е1хр=р, 1—1,2,+е,т, 
Ë тта аа, 
ht S 
En=E (mt ina) = Ent t Ens = np. 
дейж, MIERKA AA ШИНЕ ИИК ЖЕЛЕТ 
完全 决定 ， 因 此 ,具有 相同 分 布 的 随机 变量 , 必 有 相同 的 数学 
期 望 . 
RE, n RAOSAN GAA n 四 ,从 而 若是 任 一 服 
从 二 项 分 布 ( 参 数 为 np) 的 随机 变量 , 则 有 
Е = Ёп=пр, 
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在 例 4 中 已 经 直接 求 得 了 最 从 二 项 分 布 的 随机 变量 的 数 
学 期 望 ， 比较 起 来 , 本 例 使 用 的 方法 更 为 简洁 一 些 。 现 在 再 
看 一 个 类 但 的 例子 . 

[910] 设 志 是 自由 度 为 允 的 燥 变 量 ， 在 例 5 中 已 经 
求 出 了 它 的 数学 期 望 BE， 现 在 我 们 使 用 另 一 方法 求 Кє. 

Жоп, с, rn 是 个 独立 的 标准 正 檀 随机 变量 ， 我 们 知 
道 ,它们 的 平方 和 

n= na 
是 自由 度 为 % 的 癌变 是 ， 由 例 6, 
EmR=1, =l, m, 
由 于 ”和 《有 相 岗 分 布 ,并 利用 性 质 3, 即 得 
Е&= Ет= Eni+ et Enen, 

L 为 了 保障 人 民 身体 健 康 , 做 到 早期 发 现 和 预防 
某 些 疾病 , 经 常 要 进行 各 种 项 目的 普查 。 有 不 少 项 目 是 对 血 
液 进行 多 种 化 学 检验 ， 为 了 加 快 普查 工作 的 进行 , 必须 努力 
减少 化 验 次 数 ， 下 面 以 对 1000 人 的 血液 进行 某 项 检验 为 例 ， 
介绍 一 种 方法 . 

普查 1000 个 人 的 血液 ,一 般 有 两 种 方法 : 

G) 对 每 个 人 的 血液 分 别 进行 这 项 检验 ， 如 果 血 液 呈 阴 
性 反应 就 断定 受 验 者 没有 这 种 病 ; 如 果 呈 阳性 , 就 断定 有 这 种 
病 ， 这 样 就 需要 化 验 1000 次 . 

(2) 如 果 在 这 项 粒 验 下 ， 各 人 的 血液 混合 起 来 没有 交互 
ER, 我 们 可 以 把 ]000 个 人 配 机 地 分 成 若干 个 组 , 每 组 个 
Л, 把 这 个 人 每 人 的 血液 取出 一 半 混 在 一 起 进行 化 验 ， 如 
果 这 混合 血液 兵 阴 性 , 就 说 明 每 个 人 的 血液 都 旦 阴性 , X, 
对 这 个 人 只 要 做 一 次 化 验 , 就 能 断定 他 们 都 没有 这 种 病 ; 如 
困苦 阳性 , 郑 就 说 明 这 个 人 中 至少 有 一 个 人 的 血液 呈 阳 性 ， 
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这 时 对 每 个 人 余下 的 一 半 自 液 远 个 再 化 验 一 次 以 确定 那些 人 
是 患者 . 在 这 种 情况 下 ,对 这 天 个 人 共 做 下 十 工 次 化 验 、 

当 这 种 疾病 的 发 病 率 比较 低 ( 即 血 液 呈 阳性 率 比 较 低 ) 
时 ,方法 (2 能 节约 不 少 化 验 次 数 ， 下面 就 来 说 明 一 下 亡 取 多 
少 才能 节约 化 验 次 数 ， 假 设 检验 一 个 人 的 血液 呈 阳 性 的 概率 
为 p, 是 阴 性 的 概率 为 9 一 4 一 p， 以 个 人 为 一 组 时 , 这 上 个 
人 共 需 化 验 的 次 数 & 是 一 个 随机 变量 ， 按 照 方法 (2 的 规定 ， 
专 可 能 取 的 值 有 两 个 : Ве, ERL MH, 
二 取 下 中 1， 因为 付 = 姜 表示 “组 内 天 个 人 每 个 人 的 血液 都 是 
胃 性 "这 样 一 个 事件 ， 又 由 于 每 个 人 的 血液 情况 是 互相 独立 
的 , 所 以 


P(E=D -99"9 = q, 
Р(#=+1)=1-@. 
ЖЕЗГЕ (9), 每 个 人 ( 即 每 组 ) 的 平均 化 验 次 数 是 
CT OE Te ЕН, 
根据 性 质 DO 个 组 的 平均 化 验 次 数 是 
1 -p= 1000 (+1 -0). 
шины, 1000 个 人 化 验 的 次 数 是 1000 К, EEEN 
法 (分 比方 法 (四 减少 化 验 次 数 就 要 使 
1 


1000 (1+ +” Ф) 1000, 


wiag, 当 了 为 已 知 数 时 ,可 议 从 这 个 不 等 式 解 出 例如 
щ р=0.8#, 4=99.7% 时 , 解 不 等 式 


1 > 
+ <0-997, 
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借助 对 数 表 可 以 知道 , 当 >2 时 上 上 式 都 能 成 立 ， 这 就 告诉 我 
们 ,每 组 人 数 不 小 于 2 时, 方法 (2) 都 比方 法 (DD 节省 化 验 次 
ж. 
下 面 准备 讨论 一 些 关 于 数学 期 望 的 不 等 式 ， 这 将 涉及 到 
关于 随机 变量 的 不 等 式 、 设 导 (w), wm(w)) 是 定义 在 概率 空间 
(О, 多, 了) 上 的 二 维 随 机 变量 ,£<<” 表示 对 任何 wE€Q 都 有 
E(w) 9(w)， 也 就 是 在 每 次 试验 中 6 取 的 值 都 不 超过 nn 取 
КИН. BRE, ) 是 连续 型 随机 变量 时 ,有 一 个 概率 分 布 
密度 po, 四 满足 
рб, 0) =0, э>у. 
HE, т) ЕВН ВЕ, 有 分 布 列 
Р(ё=1, =) =р Ф j=l, 2, 
时 ,对 应 于 рыс 0 Ш ль у, УЙДЕ т<, 
性 质 5 车 随机 变量 只 取 非 负 信 ， # B E¿ f f, № 
Её;>0, 
DE) 设 志 是 连续 型 随机 变量 ， 则 有 一 个 概率 分 布 密度 
PORE pe) =0, а<0, 所 以 “ 
琵 - f р(ш®)Чк>0, 1 
HER 5 不 难得 到 
推论 8 [Е#| < Е|ё|, 
证 明 留 给 读者 . 
性 质 6 ¿ 9 是 二 维 随 机 变量 ,满足 条 件 
0<é <n, 
Ж En tt, W BE 存在, 并且 EES Ез), 
GE) (€, 切 是 连续 型 随机 变 基 ， 则 有 一 个 概率 分 布 
密度 ро, У), Ща, у 不 满足 osy H, 
=- 187 一 


plz, у) = 0, 

к Г а P(e, ву] 
-六 FÉ |z|p(z, у) 
< [иро фу 


Гы [7 G, 9) ву +оо, 
所 以 BE 存在 . 
因为 Ез-Её= Е(п-–ё)2>0, 
所 以 BE<En. 1 
推论 和 4 (E ú 是 二 维 随机 变量 ， 若 ||<eCc 是 常数 )， 
En ДЕЕ, M EENE, ЗЕН. 
Elén| <е [n]. 
性 质 ? 车 $ 的 天 阶 矩 存在 ， 则 对 于 尾 何 小 于 大 的 非 负 
жк, ёт MERE. 
ПЕ] Бет ЕСЕ). ШР 
Т1" 119-1, 
由 性 质 6, Elé 存在 , 因而 B 存在 ，] 
性 质 8 2520, ПЕТЕ, ШАНЫ e>0 H 
Вр, 
Е] + 
e 34 £>s 时， 
"| 当 &<s 时 ， 
则 有 0<m<E. 由 性 质 6 
eP(E>e)= ВЕ 1 
性 质 9 ё>0, # BEO, 则 P(E=0) = 
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GE) 由 性 质 8, 对 任何 自然 数 妈 有 
P (221) <ане-0, 
йй Р-Р] р (z=1)=0, 
РФ -0у=1—Р({>0бу=1, J 
НЕЮ ЖА, ВР, Ein Fi AE 
(BES EE- Ew. @ 
РЖ 9-6 K. Ж (Gauchy-Sohwarz) RF X, 
GE) ВЕ (09-2) EE RH 
lén sE, 
所 以 Её 存在 . 
当 Ее, 
Р(-0)>Р(-0 1. 
所 以 P(@=0)=1, Bën=0, 
(т), 
当 Еёб>0 Ну, НЕЗ Ж . 
PRE EE Е = Е(1&--%)°:>0, 
这 说 明 1 的 二 次 方程 
PEE +2 Es =0 
或 是 没有 实 根 , 或 是 有 重 根 ， 因 此 它 的 判别 式 
(2Е п)? 4822. BiP <0. 
这 就 证 明了 《7)。 J 
以 上 我 们 对 高 散 型 随机 变量 和 连续 型 随机 变量 这 两 种 销 
形 分 别 证 明了 数学 期 望 的 性 质 ， 这 些 性 质 对 于 一 般 随机 变 晤 
的 数学 期 望 也 成 立 ， 读 者 可 以 参看 严 士 健 等 编 < 测 度 论 与 概 
率 论 基础 > 
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习题 二 
专 是 戎 机 变量 ，m ЕР, „= БЕ", k=l, 2, 3,4, 试 证 
(1) рат Зра + 3p}; 
(2) paui dtr Вы, 
一) k=2, 3, 4 у= ЖЕНИ, 


F: 
Уа= 一 3 为 二 分布 的 峰 度 , 试 对 下 面 分 布 求 yb Ya 
а) жо, D; 
(2) 自由 度 为 ”的 Я. 
。 设 随机 变量 2, 7 独立 ,有 相同 的 分 PENO, 1), 试 证 
Етох(&, = Z 
， 设 随 宙 变量 所 ?独立 ,有 相同 的 分 布 Nta, o°), AR E шах(ё, т), 
(1) [Её|<Е|{|; 
{3) Eln <C RR), ШЕЕ «св Е, 


第 - 节 方 к 
21 方差 的 定义 


在 随机 变量 的 数字 特征 中 , 一 阶 拭 、 二 阶 撼 比较 重要 . 这 
一 节 将 对 随机 变量 的 二 阶 中 心 矩 做 一 些 讨论 . 
ча ао Чо EE- е)? 为 的 方差 , 记 
EDE ЕХ, 4 НАН РЕ) = 可 
i=1, 2, R}, 
DE~ З.В», @ 
当 有 概率 分 布 密度 P(e) 时 ， 
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De- | (Ера), @ 
在 计算 DE ME HNA FMR ARESE E: 


рё- Её (EE). (8) 
事实 上 ,由 1.2 性质 8 知 
(一 


~E[é—26(E6) + EEY] 

=Б@—2(Ег)у*+ (EE) 

= Be — (Её, 

方差 的 含义 是 什么 呢 ? 我 们 在 上 一 节 讲 数学 期 望 时 曾 说 

过 ,一 个 随机 变量 的 数学 期 望 是 一 个 常数 , CAE EW X F 3 
示 了 这 个 随机 变 基 的 平均 值 。 正 因为 这 样 , 当 一 个 随机 变量 
取 值 时 , 到 到 的 值 总 会 有 的 比 BE 大 , 有 的 比 ES 小 ， 也 就 是 
说 , СВЕ B£ 的 周围 取 值 ， 但 是 在 Её JA RRE R 
有 不 同 ,有 的 随机 变量 取 的 值 密集 在 它 的 数学 期 望 户 转 ,有 的 
MERS. EL, 3-2 是 这 斋 种 情况 的 示意 图 . 


Et Eg 
— —— aemeo 
图 3-1 图 3-2 


为 了 区 敌 这 些 不 同 的 情况 ， 需 要 定义 一 个 刻 划 随 抽 变 量 
取 值 分 获 程度 (区 过 来 说 是 集中 程度 ) 的 数 ， 因 为 随机 变量 上 
的 方差 是 取 的 值 与 Кё 距离 平方 的 平均 值 , 车 取 的 值 比 
较 集中 , 则 Рё Ju 反之 ,车 取 的 值 比较 分 散 , 列 D£ 大 ,所 以 
Dë 是 刻 划 专 取 值 分散 程 度 的 一 个 数 ， 它 是 专 的 一 个 重要 数 
НЕ, 

[BJ] 21а, o), ЩЖ D£. 
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p= |” e -Eg өэ” ав 


Ый 
-f7 еа 07 CA da 
-和 人 уа (= 52). 
H3⁄— 6, D£ =, 


在 第 二 章 讲 正 态 随机 变量 时 曾经 解释 过 参数 o 的 含义 ， 
说 o? 刻 划 了 随机 变量 到 什 的 分 散 程 度 ， 现 在 更 明确 了 , оо 
ЖЕН. 


[2] 服从 参数 为 的 泊 松 分 布 , 试 求 DE. 
Я. ВАВТ ЕЕ», 这 里 再 计算 Ее, RARA 


用 ( 信 式 计算 DE, 


所 以 


好 


в иле * 
Дао 


1 
се м2 
= Яна D зерде ” > аА 


А, 
D£= BE- (BE О) АА 


这 里 我 们 看 到 了 泊 松 分 布 中 的 参数 和 既是 分 布 的 数学 期 望 ， 
也 是 分 布 的 方差 . 


73] 上 服从 参数 为 Cn 人 的 二 项 分 布 , 试 求 De. 


n=1 时 , @ 有 分 布 列 
P(@=l)=p, P(@=0)=1-—p, 2-р 
D£= EP- (Ei =p-p =pl -p). 
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а22 6, 
! к „- 
Ar TGT pr a-p 


- -Dr t- рр 
naa D т 
хра (1 р) ар 
= рр (1—p)]" +n 
sny” nnp, 
Dg= EE — (BE)? = (идр? ~ np + np) — (ap)? 
=тр(1—р), 

【 例 4] 脱 胀 仪 是 测量 金属 膨胀 系数 的 一 种 精密 仪器 ， 
测量 结果 通过 感光 设备 在 照相 底片 上 显示 出 来 ， 现 在 同一 台 
及 胀 仪 上 ,用 两 种 底片 多 次 测量 某 种 合金 的 膨胀 系数 , 结果 列 
成 下 表 ， 


玻璃 底片 测 县 结果 


ШЕ ЕЛ 
MOR Pa 


软片 测量 结果 


出 一 结果 总 
概率 FP, 


18.6 | 13.7 | 13.8 | 13.9 


0.05 | 0.05 


试问 哪 一 种 底片 的 效果 较 好 ? 

Ж. 比较 各 和 如 的 方 益 ,看 用 哪 一 种 方法 得 到 的 测量 
结果 更 集中 . 测 生 结果 比较 集中 的 表明 效果 好 ,为 了 求 М 
БЕ, 先 分 别 求 它们 的 数学 期 望 


Её, =18.4х0.05+13.5х0.15+18.6 
х0.60+13.7х0.15+13.8х0.05 
=13.6, 
ЕЕ,-13.3х0.05413.4х0.05+13.5 
x0.15+13.6x0.50+13.7x0.15+13.8 
х0.05+18.9х 0.05 
=13.6, 
Dë = (13,4-13,6) x 0.054 (18.5—13.6)° 
хо. 154 (13.6 — 13.6)? x 0.60 
4 (13.1—13.6)2х0.15 
+ (13.8 13.6)2х0.05 
= 0.0070, 
Dés= (13.3-18.6)° х0.05+- (13.4—13.6)° 
х0.05-+ (18.5—13.6)8х 0.15 
+ (18.6—13.6)2х0.50 
+(13.7—18.6)2x 0.15 
+(13.8—13.6)°x 0.05 
+(13.9—18.6)°x0.05 
=0.0160. 
因为 De, < Dë,, 故 用 玻璃 底片 的 效果 较 好 . 


2.2 方差 的 性 质 
在 下 列 性 质 中 , 假定 涉及 到 的 随机 变量 的 方差 都 存在 
ЕЖ 1 De=0 (c 是 任意 常数 ). 
tf] De=B(e-Ec)=B(e-o) -0, 1 


ушл, 3, а Аре аря ЗЕЕ, 则 左 端 方差 存在 且 
等 式 成 江 ， 训 者 可 以 用 方差 的 定义 给 以 江 3 
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ий? 200-20 (ce 是 任意 常数 )， 

[E] 

200) = B[Ie£— Веб -Elé — Ria 
(ево 080 BO -ope 1 

性 质 8 D(E+e) 一 DE 《ec 是 任意 常数 )、 

Пё] DEH) = EEEo) ЕЈ" 

= EE ЕЕ): ре. 1 

ийа BE oo 名 两 两 独立 , 则 
реа = DEt Dé 

ПЕ] 

вая а-в(®а)]! 


= s| Sie- geo] 


-E| 50-8022 Уу (EEE (6,— Be |, 
因为 ix 了 时， 全 9и, EEE) = GHO EE), 
BCE БЕ) E- ЕЁ) 
=н ЕЕ) Е-Е) 
SEEE) ~ (Её) (ЕЕ) — (Еб. EE) Bë, 
=0 


жы реч) EEEE- DE 1 
[йз] 例 3 中 设 各 表示 外交 独立 试验 中 事件 4 在 第 5 
ды, В, БВ, НАЯ 
PE=D=p Р@=0)=1-р, 
4=1, 2, +, п 
它们 的 方差 Ю&-ра-р), i=l 2, 8 
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тета, 
Тен Рае DE, 
ар-р), 

Өт E n ВСЕ 4 出 现 的 次 数 ， JE 
二 项 分 布 (参数 为 fo, p)). 具有 相同 分 布 的 随机 变 夫 有 相同 
的 方差 ,所 以 , 任 一 随机 变量 服从 二 项 分 有 (参数 为 (n, p), 
я 

ора) Р-Р). 

在 例 8 中 我 们 已 经 直接 求 出 了 服从 二 项 分 布 的 随机 变 芋 
前 方差 , 比较 起 来 , 这 里 的 方法 更 为 简单 -一些 . 

[йв] AREEN z ER еле, 

М. Ш, Eien 个 独立 的 标准 正 态 随机 变量 ， 对 
348—4, 1<¿<n, 

Di- (BE 
= В РЕ (BEI 
= 1. 
南 第 一 节 例 6，BE} -8, 所以 
DE=3—1=2, 
再 根据 性 质 入 
дн) = D+. DE =. 

т SEAMAN 

ж, 
DE= D+ +4 E2) = 2n, 

[йт] &,& o, BOE. BBE =a, DETO, 4—1, 
Bonn ЗЕ L 26 meu qay, 

Ж. 由 数学 期 望 和 方差 的 作 质 有 
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арта 


р-р 2a)- 2 p (24) 


当 我 们 进行 精密 测 晤 时 ， 为 了 减少 随机 误差， 往往 是 重 
复 油 量 几 次 然后 取 测 最 结 果 的 平均 值 ， 例 Y 给 这 种 做 法 以 一 
个 合理 的 解释 ， 设 被 测量 的 真 信 为 ,出 于 有 随机 误差 , n 次 
测量 的 结果 En o 名 是 个 随机 变量 ,数学 期 鹿 都 是 e， 在 
测量 条 你 保 持 不 变 ， 昌 每 次 测量 都 是 “独立 ”进行 的 情况 T, 
Š, … 和 是 独立 的 ,有 相同 的 分 布 ， 当 n= 时 ,测量 结果 在 
ЖИЙ a 周围 取 值 ， 方差 为 D 和 一 9， 当 >1 时 ,mn 次 测量 
结果 的 平均 值 了 仍 在 真 值 4 局 因 环 值 , IB = 39 ==, ko 


小 ,因此 更 有 可 能 取得 接近 于 真 值 < МИН. 


2.3 车 贝 谢 夫 不 等 式 


从 这 两 节 的 例题 可 以 看 到 :许多 常用 的 随机 变量 的 分 布 ， 
在 函数 形式 已 知 时 完全 由 它 的 数学 期 望 和 方差 所 决定 ， 如 泊 
ЖА ЕЖА, 二 项 分 布 ， 刀 分布 等 等 ， 可 见 这 两 个 数字 
特征 是 很 重要 的 。 不 仅 如 此 , 它们 的 重要 性 还 在 于 当 分 布 的 
函数 形式 不 知道 时 ， 也 能 提供 关于 分 布 的 某 些 信息 . 这 从 下 
MEARE ИЙ (Чебышев) < п Ж. 
丰 贝 谢 夫 不 等 式 ; 菩 随机 变量 二 的 方差 D8 存在 , 则 对 任 
i s>0, 有 
(|2 ЕЕ] 
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ПЕ] 由 1.2 性 质 8， 
Р(1#—Е& >еву—Р(|ё&—Её|*>5у 


< E BE э y 
车 取 s=3YDE, 便 有 
21. 
P(E- СИ За 
Жа-2/0Е, EA 
_1 
Раева» s+ 


所 以 , 利用 Bë. СЕНЫ ВЕРЕ RRE 
件 概率 的 粗略 估计 . 


习题 三 


1， 随 机 变量 在 区 间 [a, 5] 上 均匀 分 布 , 试 求 D5，( 结 合 这 个 习题 再 
理解 方差 的 含义 》 

2。 试 求 拉 普 拉 斯 分 布 的 方差 。 

3， 试 求 马克 斯 威 尔 分 布 的 方差 。 

4. G ту) 服从 参数 为 (a, b, сї, о], p) 的 二 维 正 态 分 布 ， 试 求 D6, 
Dn. 


5. а<ё<Ь, ШЫЙ. а<Её<Ь, p< (25 sy . 


6. 证 明了 (0) = (6-0) Ж С=Бё 处 极 小 。 
7. 专 服 从 对 数 正 态 分 布 , 即 有 概率 分 布 密度 


°, Щг<0; 


PG) T Бук" exp {~ pe-a), 当 z>0。 
АЖ Eé, 06. 
8. 证 明 D£ =0 的 充分 必要 条 件 是 
P(E=E¢)=L, 
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第 三 节 相关 系数 , 协 方差 与 协 方差 阵 
3.1 нра 
ВЕ пла, 10520, Dw>0， 我 们 项 望 找 
PARERA yata, fi arpi ERREAREN, E 
就 是 希望 找到 a, В, 使 
Eln- (at ВЕ)“ = min Ein (at 5)]9, e 
ТИХ, 8, ЖЕО). 
Eln (a-+08)12 
=E (n-En) -bë — RE) + (En-a bE)" 
=b E (E— EE) —2bE (E ЕЕ) (n-En) 
R(n- Ед) (En-a bB) 
+2(En—a—bEE) Eln- En) 
2С Ел— а ЕЕ) ЕСЕ BE) 
=b DE —2bE (Ë — ЕЁ) (уу— En) + Dn 
+ (En-a dh), 2) 
最 后 一 步 利 用 了 EE-E = 0, Ely- Ең) =0, (2) 式 右 端 
的 前 三 项 是 5 的 二 次 三 项 式 ， 因 为 扫 的 系数 到 >>0,' 二 次 三 
gae TETO OED вун, KORARA 
ЖЧ, Ж 


„_®(@- Eë) (n-En) Е 
В 1—70, 8 
apr- ВОВ. pe, 四 


йу=в- pz 为 关于 的 四 归 直 线 ， 将 (3)、( 少 代入 (3)， 
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可 以 得 到 了 了 与 a+ BZ 的 平均 平方 距离 
Eln- (+ B£); 
~ [EE ВЕ) (n— Вз)]° 
Dé 


9 A or E.t +Dy 


«= Dy— [EE EDU- Bl © 


3.2 相关 系数 


相关 系数 是 刻 划 商 个 随机 变量 间 线 性 相关 程度 的 一 个 数 
信 ， 从 3.1 可 以 看 到 , 对 任何 二 维 随机 变量 (, п) (De>0), 
都 可 以 求 出 9 关于 上 的 回归 直线 ， 用 这 条 直线 可 以 表示 ё, n 
闻 的 线性 关系 。 然而 , 商 个 随机 变量 之 间 的 线性 关系 还 有 不 
同 的 情况 ， 图 8-8 给 出 了 几 个 二 维 离散 型 随机 变量 的 概率 


i 


Й 
„5% М 
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分 布 示意 图 ， 每 个 二 维 随机 变量 以 相同 的 概率 到 标 有 “. ”的 
Ñ, y= at pa ERER. 

当 有 >0 时 ， 如 图 3-8c， 对 应 于 专 取 的 每 一 个 值 w， 虽 
然 ” 取 的 值 并 不 确定 , 而 且 有 随机 性 , 但 随 着 二 取 值 的 增 大 ， 
的 取 值 有 增 大 的 趋势 、 我 们 称 这 种 现象 为 对 有 正 的 线 
性 相关 关系 。 8<0 时 ， 如 图 3-35), ШЖ ЕНИН ЮК, п 
的 取 值 有 下 降 的 趋势 ， 这 时 我 们 黎 ? 对 六 有 负 的 线性 相关 关 
Ж. 3-30 是 B=0 的 情形 ， 由 (4), a= Ел, 直线 9 一 ac 十 
Br En У о, 当 专 取 的 值 增 大 或 减 小 时 , n 总 是 围绕 
它 的 数学 期 望 Bn 取 值 ， 没 有 任何 增 大 或 减 小 的 趋势 ， 在 这 
个 意义 上 我 们 说 ”和 是 没有 线性 相关 关系 的 ,或 简单 地 说 : 
таё RETR. 

E n f £ ВЕН ЖЖ Ж ПЕЛИН ЖЕЛИНЕН, П (Е, 
ТИЖАН Ру 比较 集中 在 直线 y— a+ 8 附近 ,就 
їй £, 的 线性 相关 程度 比较 高 , 这 时 

Ein- (a+ 8012 у [EEEE (Ету)? (6) 
Dn DE- Dn 


比较 小 ; РАНЕ НН, ЖАЙ Е, 了 的 线性 相关 程度 比较 低 , 这 
时 (6) 也 比较 大 ， 图 3-84 h n E ERRER, n=a+8 
(8ж0), (Е, ЭНЖЕЛ Е R u= a + Е, n 
与 6 的 线性 相关 程度 达到 最 高 ， 图 3-3e h, n 与 的 线 福 相 
关 程 度 就 不 如 图 3-3d 中 的 高 , 但 比 图 3-35 中 的 高 ， 图 80 
中 “和 没有 线 姓 相关 关系 ,线性 相关 程度 最 低 . 

我 们 希望 用 一 个 数值 来 刻 刻 世 线性 相关 关系 的 各 种 
不 同情 况 ,希望 9 对 志 没 有 线性 相关 关系 时 数值 为 0 HER 
性 相关 关系 时 数值 为 正 , 有 负 线性 相关 关系 时 数值 为 负 , 相关 
程度 越 高 ,数值 的 绝对 信和 越 大 ， 线 性 相关 程度 最 高 ( 即 是 
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的 线性 函数 ?时 ,数值 的 绝对 值 为 七 3k 


EE Е) (з Ез) 

| И: ~ o 

就 满足 上 面 的 要 求 . 
KORM, 


[EEEE (m— EN 
1 0 


MA PSL -i< AORA, p 与 8 同 导 , 所 以 有 正 
相关 关系 时 p 为 正 ,有 负 相 关 关 系 时 p 为 负 ， 又 
Emn- lerbe] _ 2 
Eize eD 1g, 


ВЕРЯ ВИ, o 的 绝对 值 越 大 ， 出 二 .2 性 质 8 知 ， 当 
HRH Pisat 88) =1, ВСЕ, 起 的 概率 分 布 集 中 在 直线 
y=a+ßs ЕҢ, 1-0'=0, |о|=1, & п, 8 一 0 
因而 p=0. 
定义 称 (7) 式 定义 的 P 9 Е 7 的 相关 系数 ， 
在 相关 系数 的 定义 中 ,有 .了 是 对 称 的 ， RER, WRA 
тта В 
Elg- (2 81)1° = min Е[ё— (a +b), 
也 有 
E- (ив) 
м — 


=1—, 
读者 不 妨 自 己 给 以 证 明 、 

需要 强调 的 是 ， 二 维 随机 变 基 的 相关 系 芍 只 是 刻 划 它们 
之 间 线 性 相关 程度 的 数值 ，p 一 0 只 表示 6, 线性 无 关 ,并 不 
R £, п ЖЕЛИ % ЖЖ. п, 考虑 随机 变量 (和 n), 在 [一 二 
ПЕНЗА, nE kB Š, 二 之 问 是 有 关系 的 ,但 
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- ЁЕ(#— EÈ) (7-- En) = ЕЁ (Е) 
-EE (Еб?) (E£) =0, 
因而 p=0. 
[W1] С 力 是 二 维 正 态 随机 变量 , 有 概率 分 布 密度 


pæ, y) = 1 


2лоза tr? 


1 2 


Xexp 1-җт=у о 


-pr (ас юе}, 


Бе 
RRE ТРЕТЯ 
ж. 
Е($— EE) (п- En) | 
-] [| @-Ф(@-®р@, дау 


-yrr l D 


1 2—60 2 
хөр -sae ( оу ú сз 
-42 РН dedy, 
20% 


则 


аб 用 ~- сүс, 
2(2, t) 
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Е(— Её) (п- En) 
-5f 三 етой 


xÍ в “из. E в7& а. É pra 
=тоуо=т/ DE V Dr, 
рет, : 


З.З 协 方差 . 协 方差 阵 

ЖХ E, 了 是 二 维 随机 变量 ， 若 EE- EE) -ENE 
在 ,就 称 它 为 6 六 的 协 方差 , 记 作 oov (€, n). 

由 于 


1&- EE) Cn- E) |<+-((ë Е©?+ (n— B). 


当 D, у 都 存在 时 ，eov (ë, п) дЕ, сох (é, Я 
ЖЕ, n Ska EE ЖЕНЕКЕ, 这 是 因为 6, ”的 相关 系数 
— BE- Её) (я- En) 
NDEN Dry 
— 605 (ë, п) 
„ё V Dr” 

在 D£, Dy 一 定 的 情况 下 ，|p: 的 大 小 取决 于 lcov(e, э) | 
大 小 . 

定义 Esl, m, Em) 是 m 维 随机 向 量 ,7 = Ga, °, 
mo) 是 et 维 随机 向 量 ， 著 对 任何 jl1<i<m, 1<j<n), 
соу (é, 2 存在 ,就 称 矩阵 
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Р 


cov En т)  соу(б m) + ооу(д,з)\ 
соу(&, т) ооу о) =e 00v(és, т) 


oov (ém, т) oov(én, та) + воу(Ёһ, т) 
AE nimy E B, ЕССЕ, т). CE, пуй Ж 618 КЕ 
OE, = BEE- E£) (~ Е), 
这 是 因为 
OCE, п) = (oov(&,, п) = (Е: EE) GG— Eny) 
= E((&— E£) бу— Ен) 
&— Её 
-p| $28 


р En, na— Ena, ©, na = Ет) 


En— Её» 
=Е(ё-— EQ) (п- En), 
特别 ,当世 =m 时， 称 协 方差 阵 CCE, ЖЕНЯ, 
82%. 
协 方差 与 协 方差 阵 具 有 下 列 性 质 : 
W £= (61, Én с, Ё), A= G, Ta, t, т) ЗЕ BË 3, BJ 


НИЕ OE, И OC, £. 
性 质 2 车 6 是 列 向 量 ， 
PQ@=a)=1, М (Z, т) -0, 
性 质 3 EE, уу, № 
Сб, т =0, 

GEJ 对 任何 名 }1<1<т, 1<j<n), + £, п, 

因而 有 ту ЖАЗУ, И соу (é, n) 一 0， 
oE, т) = (оу, n))=0, 1 
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性 质 & 对 任何 实 向 量 
а= (ш, ав, t, mY’, b= (h, ba, +, ВУ, 
соу(а', b) =, n)5, 
ПЕ] 
соу (2'&, b'n) 


[бева 
[8-8 ( 21592] 
о] 


=E E ab E(E- BE) (у — En) 


ен 
рые m) 
br 
一 (cb +, n) (ооу (È, >| : ) 
ba 
=а/0(&, 25. 1 


HRO ЗМЕЯ pxm EBE A, q xm НВ 
c= (46, Вр) = АС(#, п. 
【证 】 вә 


а) By 
A| :| B=-| : |, 
а bio 
аб(ф=1, 2, +, р) АННЫ, 007-1, 2, =, ФЕВ 


РЕ, д0 


© енотов Атев н», 
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а han 
OCAS, Pn) =C | : ) : ] 
в Бау? 
= (cov latok, 010) = (406, т) Б) 


а 
-| : ре m) (ay, `, Ве) 


а 
АС, DPB. 1 
特别 ,车 én бы, …, Š, ЖИЛЕ НЕЕ, зи, т» се, 
ЗВ п ЖИИ БН, 


1, 
= G,, =", In) (О т) : ) 
І, 


=; ов, n), 


103—1 
其 中 In ЖИМ, 
性 质 6 -lés e, ож, ФН, M 
раза, 
Е] DE) ~ (ové, €D). АЕ i }(1<% 


jan), 


воу(ё„ £) = Е(&— BE) (E BE) 
=о0у(&, 6), 
所 以 РСЕ) ОТ. ХХНЕИЗННЕ z' (а, +, шы), 
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2D 人 Ja 一 oO 人 (2 Em =cov (e't, #8) 
=2(26)>0, 
所 以 DCE) 是 非 负 定 矩阵 、 1 

[#12] E= (En $», +, En) BASRA a, ВНЖ 
正 态 分 布 , “ 是 mm 维 列 向 量 , 了 是 m 阶 正定 阵 , OR E RHA 
žk, 

М. зл, s m о ИЗНЕ ТЕА ВН EE, № 
т= (и, s MY BJ НЫ 22 B£ РО) “1, In J m B Е 
E. BEERE, FERRARE O {Ж В=ОО', ЭШАН 
量 Cmn+e， 册 第 二 章 第 六 节 例 8 知 , Onta 服从 参数 为 a、 В 
的 多 维 正 态 分 布 , 即 与 于 有 相同 的 分 布 ,而 服从 烛 同 分 布 的 随 
机 向 量 有 可 同 的 协 方差 阵 , 所 以 

DE) = (Отт) = D (On) 
=00(0)0' = 01,0" 
00 = В, 
这 里 我 们 看 到 多 维 正 态 分 布 中 正定 阵 召 的 含义 , 它 就 是 分 布 
的 协 方差 阵 . 

在 性 质 3 中 证 明了 ,5 独立 时 , O (£, хх. Жїр 
题 不 一 定 对 ,在 3.2 中 已 有 反例 、 但 对 正 态 随机 变量 , 这 着 合 
题 却 是 成 立 的 . 

ERT (1) В, e, Eny Жо НЕЖИЛЫЕ, М 
En =" En 独立 的 充 要 条 件 是 

cov(&, &)-0, itj, 15% j<m. 

(ш) BE Е- 4, 2, б), т бм, е, ву, @, ту 
(É, =", Ëm т з M) А min ИЕА ЯН, WE, 3k 
УЖЕ OE, у) 0. 

Е] G) 只 需 证 明 条 件 的 充分 性 . 
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假定 条 件 成 立 ， 
00v(&, &)=0, jJ. 
HE, en Š М (а, B), НИЯ 2 А 
DEY ooy (人 É) e cov, Em) 
[vés &) DE) = воу(&ъ, Em) 


соу (ы, E1) ооу (Em ED + DEn) 


DED 0 
р). 
о T DEn) 
И 45 818 35 
1 
plan =, 2n) 


— — 
(2а) 18| 


ааа V T= 

_1 : -1 : 

x exp а Н В } 
En— Cm Zm im 


1 ага 1 КЕК 
те 94... ев 15, 
~a DE) М?»р($ь) 


由 第 二 章 第 五 节 定理 2GA А, +, Én 独立 
(н) 也 只 需 证 明 条 件 的 充分 性 . 
(27, 1)’ 的 协 方差 阵 为 


„()-( DO оё >) 


т) Об, ё DQ 
-P9 0 ) 
о РГ 


(2, т’ 的 概率 分 布 密度 为 
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1 


(а, y) р 
(2л) = рё) |? Da]? 
1 (2 (29 0 үсе 
xexp l- + 
=f з |y- Ey о Do) (5) 


1 
Фя IDO +D): 
хояр |- e- ED (DE)) (a ED 
ОО 1} 
гор |- ВОО ча ED] 
GE 
1 
(2а) D)? 
хаар |00 Во’ рои Pl, 


即 可 以 分 解 为 的 函数 和 4 的 通 数 的 乘积 ， 由 此 利用 第 二 章 
第 五 节 崩 机 向 量 独立 的 定义 可 以 验证 £, 9 独立 。 


х 


яя 
1. &=NG, оё), ё—1, 2, п 
те све men) 

的 联合 概率 分 密度 、 

[йл бъ, ПЕНИЕ 1 
2. ENER т WER 

EGD- (Ей) m DE+D DETDn 

成 立 的 充 要 条 件 是 4, n WERAK 0, 

3. Е mJ8—#IESBBNIE3E, 有 分 密度 
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3 2 r; 
[= те = (9ай), 
ЗЕЙ, e= £eosa+usina, 1 = – ваша увози 独立 ， 其 中 必 满 
ж 


Зоро, 
в 2001 


4. @, тА И HE 
二 章 第 五 节 习 题 2(3) е, 


‚(ч сї рою: 
-G юе (8), бИ °ў у 


а=Р[@—а)(-Ьу<0], 


ТЯ, POR соу(4, 办， 并 和 第 


ст 


证 明 p 一 cosgz. 
第 四 节 ”其 它 数字 特征 
为 了 从 各 个 方面 刻 划 随机 变量 , 还 有 许多 数字 特征 ,如 偏 
АЕ, МЕ, 众 数 等 等 ， 这 一 节 再 讲 两 个 数字 特征 ， 
4л 中 位 数 


定义 ” 称 满足 下 面条 件 的 常数 0 为 随机 变量 (或 它 的 
分 布 ) 的 中 位 数 ， 
Р(@<о)у>4, PEOS, 


(MJ 随机 变量 在 [0, ОА, + йж 
中 位 数 , 因 
1 1 1 
PeT Р(>)-3. 


[912] 随机 变量 有 分 布 列 
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0 就 是 二 的 中 位 数 ,因此 
Р@<ю -2>41, P(E>0 -1>1, 


йз] 若 随机 变量 上 有 分 布 列 


Е] -1 1 


则 任何 满足 条 件 一 1<0<1 的 常数 都 是 的 中 位 数 ， 因 此 
Р@--1)=4, щ-1<0< 


reco] 1 
Р@Ф=-13ЙФ—1)=-1>-у, щ0-=1, 


P(E20) -P(E-D) -2. 


对 任何 随机 变量 中 位 数 都 是 存在 的 。 设 了 (2) 是 的 
分 布 函数 , 取 


Osup 1Р0) <1} 
则 有 
P(E<0)=F(0+0)= lim, Е(с+бу>1., 
P(é20) -1- P(€<0)>+, 


口 就 是 的 一 个 中 位 数 . 
当 (жж, О 是 中 位 数 的 充 要 条 件 是 
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P(O) = 


кк 


(证 明 留 给 读者 .) 
Ané BAER AN EEA 
p) = 
的 柯 西 分 布 , 则 分 布 函 数 
dt= Farotgt |" 


rosg =: Tr ЕА 


=Í arctgs+ t 
= 2 


1 
w Ч 


ж, FOE, 故 0 是 中 位 数 ， 

中 信 数 是 分 布 的 “中 点 "， 也 是 刻 划 随机 变量 取 值 大 小 的 
一 个 数字 特征 ,特别 对 那些 数学 期 望 不 存在 的 随机 变量 这 个 
数字 特征 更 为 重要 . 


4.2 % 

篇 是 刻 划 随机 试验 不 确定 性 的 数字 特征 . 

考虑 只 包含 两 个 基本 事件 A, 4, P(A) -1 的 随机 试 
验 ,简单 记 作 


А A 
“-( 0.50 0.50 ). 
这 个 随机 试验 是 有 不 确定 性 的 ， 因 为 在 一 次 试验 中 可 能 4 出 
现 ,也 可 能 À 出 现 ， 再 考虑 


(в B 
8- [ло 0.01 


表示 的 随机 试验 , 这 个 试验 也 有 不 确定 性 , 由 于 在 一 次 试验 中 
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В“ ДР”, 这 个 随机 试验 的 不 确定 性 小 于 前 一 个 . 


с б 
[от оз) 
表示 的 随机 试验 的 不 确定 性 则 介 于 前 两 个 之 间 、 一 般 的 可 以 
考虑 分 布 列 
P(é=s)=p, i=l, 2, :-, в, 
表示 的 随机 试验 的 不 确定 住 。 记 
A= {fse}, i= 
这 个 试验 可 以 表示 为 
(= A + 人 
т P `e рь 
我 们 希望 定义 一 个 刻 如 这 种 不 确定 性 的 数 信 ， 

为 了 定义 这 个 数值 ， 我 们 先 分 析 一 下 这 个 数值 应 当 满足 
БЕЖИ, 

D 这 个 数 仅 依赖 于 Cp,，…, р), TEF p, е, p. НИХ 
序 没有 关系 , 因而 是 pu …, р, 的 对 称 通 数 ,， 记 为 H (pi +, 
Ф). 

2) ща, …， pr 中 有 一 个 是 工时 , 随机 试验 没有 不 确定 
FE, ЗУ Н (pi, …，zo) 应 当 为 0. 

3) p << АН ЛЖ ЫЧ, H EHER EH 
变化 。 所 以 五 (mm，…。 知 ) 对 每 个 自 变 量 来 说 应 当 是 连续 函 
3. 

D spp p= p, Но =, p) R 
AK. 

5) H(p, …， po) 有 可 加 性 .五 的 可 加 性 的 意义 如 下 : 

А, Аһ Вы =, В, 

w ыы) a 

Di, a Pa Чл, tUa Ча 
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1, 2, ==, тп, 


是 两 个 随机 试验 , p> 0 2-1, 2, …, n, HERR 
ав (e eu, ABni AB... ABni t03 A.B, т^) 


Ти, t, Тый Тэ, ,a 


Кор Ту СС, Tan 
та Р(САВу= PLB LAD P (dp 
¿= 1,2,+е, А 
E 06 ОА 经 过 两 步 完 成 的 一 个 试验 . 
Ж-А А, As, +, An 中 如 一 个 出 现 , 在 这 一 步 试 验 有 
不 确定 性 Н(фь +, pa), 但 还 不 是 整个 试验 的 不 确定 性 
Ни, бе, Ты, с, бш, s Yo)， 因 为， 譬如 在 第 一 步 试验 
中 А, 出现, 但 整个 试验 的 结果 А,В, e А,В, 究竟 是 娜 一 个 
出 现 还 要 看 第 二 步 试 验 
В, В, е, B, 
(a fa ra 
ИГИЛ 
在 第 一 步 试验 中 A. 出 现 的 条 件 下 , 第 二 步 试验 有 不 确定 性 


н (26, та, Za), 


РОВ, A) pa 


m j=l, 2, e,n 


我 们 取 数 学 期 望 
SH Те... Тн 
> (7, р’ =) 


ШОБЕРЕ, К H ATIE НЕ. Ж 
试验 分 两 步 完成 ， 整 个 试验 的 不 确定 性 应 当 是 这 两 步 试验 不 
确定 性 的 和 ,也 就 是 要 求 
A (ти, ст, Tims б, Ти, os Toa) 
S Ta Гы, 
= Нбр в) Ўн (28, m, Ta), 

DAETH ER E ЕЕЕ ВЕ Ж ЖОН (mi, 

e, Р) 0284. 问题 是 满足 这 样 多 的 条 件 的 西数 
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AEAN? 回答 是 肯定 的 ,例如 函数 
Һор е, р) = og 


就 满足 上 面 的 条 件 ( 当 p=0 HAE plgp=0, ЖЧ 
为 常用 对 数 )， BA Вр, +, ро) ра, s Pa 的 对 称 函 数 、 
连续 函数 ,而 且 某 一 个 一 1 时 一 0。 其 次 
в (1, 1-е в", GD 
g) =cloge ECT) CAR, ATE 
1a ig 
#“(-®һ)<у еб. 
ASA Spt ERM 
Lui lg 
T hog. < 225 gp, 


logn> -È pilogp 


和 (1) 式 比较 得 
1 1 
h G ©, 1-ю 
最 后 ,车 将 试验 
АВ, с, АВ А.В, 
ЕТ | 
Tin t Тый › Tan 


分 为 两 步 ,第 一 步 试验 为 


(2 Ав, с, =.) 
= Й 
Po Da, `", Фи 


в М0, i=l, 2,57, m, 
fi 
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» 
JM, Аш, 2, Pan е, а, е, тан) = -È еоди 
ая 
- -2 5 ra (logg log =) 
--2(2 "улов Èn ўт — log И 


Гел 


--$ повр +5 ph (=, ©, ta) 


в, es p) È pA( 2E, o, Ze), 
定义 “在 具有 离散 分 布 


(2 Аз сз 2) 
а= 


р а с Pa 
的 随机 试验 中 , 称 
Н(р, ра, ‘~, pa) = реа 
Защ. 
其 中 log 为 常用 对 数 、 又 若 某 一 pi 为 0, HE plogo H 
o, 
例如 ， 
Н (0.99, 0.01) = — (0.99 xlog0.99+0.01xlog 0.01) 
=0.0243, 
Н(0.10, 0.30) = — (0.70 х 108 0.70+0.30 x log 0.80) 
=0.2658, 


万 (0.50, 0.50) 0.3010. 
以 上 我 们 对 只 了 到 有 限 个 值 的 离散 分 布 定义 了 燃 ， 并 讨论 
ТИШЕ. TEH: 满足 条 件 1~5 的 H 的 形式 是 唯一 
的 , 并 且 可 以 在 更 弱 的 条 件 下 被 确定 。 НИЕ 
У. 
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第 五 节 特征 函数 


特征 函数 是 研究 随机 变量 分 布 律 的 一 个 重要 工具 ， 有 了 时 
直接 确定 一 个 随机 变 最 的 分 布 律 比较 困难 ， 但 确定 它 的 特征 
钞 数 比较 容易 ， 由 于 分 布 律 和 特征 函数 之 间 有 一 一 对 应 的 关 
Ж, 在 得 知 特征 函数 后 就 可 以 知道 分 布 律 . 

在 这 一 节 将 用 到 取 复 数值 的 随机 变量 . 

ЗП £, n ВНИИ, ИЖ Etin НОЕ, 
ф ë= 1, 

如 果 二 维 实 随机 变量 (6 эи), (ба, m), +, (En mn) 独 
ЗЕЯ Eirin Ёо бо, 57е, Catin 独立 、 

如 果 二 维 实 随 机 变量 $7 КОЕ ЈИ EF, Му 存在 ,就 
数 ЕЕ 为 复 随 机 变量 十 筷 的 数学 期 望 , 记 作 EEH 
名]， 复 随机 变量 的 数学 期 望 也 有 第 三 章 1.2 中 讲 的 几 个 性 
JR, 读者 不 妨 自己 证 明 一 下 。 这 里 对 复 随机 变 其 证明 

性 质 11 [BE+im «ВЕНЫ 

DE) É Е({+®)—|Е(&+%у)|е”, 

Etin= |006, 


则 
20+) | =“ Е (+) 
=e EL| E- inlett] 
= E(|£ in etene) 
= BE{lé+in|eos[$ (6, n) —Ф1} 
+В ет ($, 0) 9}. 
上 式 左 端 是 实数 , 故 右 端 虑 部 为 零 , 由 第 一 节 1.2 推论 8 
[EEH «|а|. 1 
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5.1 特征 函数 的 定义 及 初等 性 质 
定义 САН, КУН в = сок +i sm 46 
的 数学 期 望 
АО) = Ee = E cost ЗЕ sin t€ (1) 
为 上 的 特征 通 数 ,其 中 芋 是 实数 
因为 对 任何 实数 三 Е сов 8] <1, Elini] <1, 所 以 
LOS- ILRI ER. 
车 有 分 布 列 
Р( ф=гд=р, k=l, 2, e 
FO = Dloota) pet i (sina )p 07 өре, (9) 
3 ¿ ARE pe), 


f(D = Ë (cos раг | (sin tyg(a)de 
-人 am a 


1 свая, „жже ҮТ, 
Р). 
#. во 
һ®=@-ю+е®, 
(2) 2 АВО A ВИКА, ЕШМШ 


АО. 
м. СВАИ 


рю bb, ,2 
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но) 
f = š в ү == „$ Ce) 
ge ee 


【 例 3】 2-10, 1), WOR E 的 特征 函数 
м в) 


+= 
(D -全 cosis > 


аа 
ө? dx 


af sinta > "E da, 
等 式 右 端 第 二 项 为 0, 将 costz 展 成 级 数 并 过 项 积分 ” 


f(D = г. ШӘ” (тув ш 


(28)! 
си» == 
= = СЭП ү” we € de, 


由 第 一 节 例 6 Я 


ж Г a*r дк = (20-1) (дЁ—3)--5Б-3-1, 
=) 


° j: (саш T Fa- AST (пут а] 


(20) 
«| coats- 8 а ael Ëa 
ef онш 2 с уе] Fas 


42 F ков’ e 8 asia | енен tas, 
ЕВ >t, 取 充分 大 的 4 使 后 两 个 积分 都 不 大 于 $ 第 一 个 积分 的 
РЕНО, AJLY -> oo Н ОРО, HAA N 充分 大 时 ， 
第 一 个 积分 不 大 十 各 
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É)” рту (94 —8)---5-81 


йй л-р 


ГЫ к 
sce UF _ 
ыл “Ыы ` 

现存, 我 们 导出 特征 函数 的 初等 性 质 ， 

如 果 没 有 特别 说 明 , 以 下 的 fe() 痢 表示 随机 变量 的 特 
征 函 数 . 

性 质 1 fi( 人 有 下 列 简单 性 质 

(i) 3.00) =1 

Gi) HEARRE POLISH 

GH) 6-0 709. 

[Е] (i) 是 显然 的 。 对 任何 实 教 纪 由 性 质 11， 

O | = | Ее <E | = 
жиб). в 
Jilt) = Eeos(—1)8+4Ésin(—D£ 

= Е cost Е sin té 

Жон iE simni =f), 
所以 (ii 成立。 1 

性 质 2 c, БЕН, В Дань = SD, 
GEJ Дань (В) = Бек = БӨКӨ! eg"? 
=e, erent att (at), F 
性 质 3 Ожина Е-Е, 
GE) 对 任何 实数 及， 
MGHR) е) | = 50 — Ве | 
= |a Wie + 一 9) | 
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А Е җ{ё\>А, 


TIHE, маа, 
м эш Жл, 
因而 2Blsin tÉ <28 


= [AJ AP (E| <A) +2Р([>4) 
«ар А). 
{ЕЯ 8>0, 选 一 个 充分 大 的 4 使 


2P(|6|>4) <=. 


марг 时 ， 


ЕВ) р) |< 
对 上 一 致 成 立 ,所 以 А00) 3352. 1 
#4 对 任何 自然 数 %, Эа, ta es tx, 及 复数 


Ua, 177, Uns 


> 21 /‹(%—М)илы=0, 


3=1 kel 
【证 ] 
a о» 
DD лана У) > Кени, 
яа яа 


Е $} онт] 8 ше | >o. 1 
KRAER ORR / 0) ЕНА а R. 
ЖЕ ДЕВИН 1, 在 实 直线 上 正定 是 特征 画 数 的 必 
要 条 件 ,也 是 充分 条 件 ， 后 者 的 证 明 在 测度 论 与 概率 ib 28 
础 "中 可 以 找到 。 
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BRS EE ту, fa O AOO. 
ПЕ] £, УГ, ВЕЦ o, өт 独立 ， 
Р (0) = ЕвйФ+® = Leifer 


= (Бе) (ED ОРДОН! 
С ТЯГ 
ga D о. 

性 质 6 ШИЛЕП ЕН» MANE ПО АЕ Т 

以 微分 次 , 并且 在 kean ti 
PO) кё, 

ГЕЯ Е ЗЕНОН АЛЕ, MEANE 
况 的 证 明 是 闫 似 的 ， 这 个 性 质 对 一 般 随机 变量 也 是 对 的 ， 

设 有 概率 分 布 密度 22). ёл ИИ, 积分 

[spa k=, 2, =, n @ 
кй. 2 
по =] (ооегюр(вуйв, 


AO = |” (шшр), 
则 FO = JG) Hifa), 
демо 
át 


- соні 4а ee [22 рав 
—-| аша([+0(ж) dila) рађа, 
[9 (=)! < 1. (5) 
现在 证 明 ， 当 22-206}, 《5) 式 以 
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-[ ат ворде 
HRR. 
Aeta =A) +f во] 
= арав вав (7 арена (1000) Аа) ав 


< 120 [sintz—sin[t +8 (8) 0202 


заав) (6) 
任 给 定 e>0, 由 (4), 取 充 分 大 的 4 可 以 使 
зене. 
对 [- 4, Al Е z, 
|sin ?&—ай[#-+-0(ж) Йа] 
9 of CALO о) в вы А 
«|а а= А144. 
Ванн, 
fi elole) 1а О 
<А <. 
所 以 ЛЕ, ЖЕ 
АЮ | обарао, 


即 可 以 在 积分 号 内 微分 . 
用 同样 方法 可 以 证 明 彤 (人 存在 ， 也 可 以 在 积分 号 内 я 
分 ， 
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л |7 weosto)p (aas, 
所 以 
РОР) i 000) 
=i | Г 2 (соч) р (в) de 


+] “зш горем, (7) 
F'O) -4Е6. 
对 子 (重复 上 面 的 步骤 可 以 证 明 ORE, НД 
在 (8) 式 积分 号 内 微分 ， 
ГОРОД Гә (сов (а) 42 


+š |” (шшр |, 
PO PRE, 
ЛО ЕШР. ВН, EROR EN 
连续 型 随机 变 最 的 情况 得 到 证 明 . 
йа] 8да, o, RR fO). 
ж. Rast, оем, 1), 着 且 $=-owta. 由 
性 质 2 йз 
MO Sra DER) өне er E, 
МИ 2-0, 1), =e, УЖЕ 7.00). 
Ж. п 1 (0 ГЕ, и 
0, axo 
w~] t y 


_1 
= 6 * *, z>0, 


Ал 


由 特征 函数 的 定义 
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Jat) = Е созі) +E вїп һу 
Ме siniz 了 2 Фа 

=G) +9. 

从 便于 计算 考虑 , 先 计算 fO. 
FD =Л@-Л@+2%/0@)ь@), 


1—63 ЕТА 


х2; 


+= _ 1 
| costze 20 ?dr 


"5 a 


+° pl 
=| cosiye ?у Ydy 
И 
+= _m шу 
cosiscosiye 2 (шу) “dedy, 
v 


J 
-f 


> 


— 3 
sin uz sin tye + (а) ° dz du, 
° 


RORO 
+= += „еш, м1 
Ж}, f costlzte ? (eg) dvdy. 


令 opeosd, gpsing (p>0, 94), 


NJ |529 = 2psin Всов@=2(шу)?, 
RAOR А 
RO-AO=5 | |, ове аара 
1 =e t, 


用 分 部 积分 法 不 难 算出 
F cos tpe tap aym, 
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所 以 
AF) -AD -I 
类 似 的 有 
АЛОО! 


pep aw, мА 
=- f |i eoste) (ain De (op) 2 dedy 


+@ рее ¿zt -1 
-4f f (sin ёв) (оозе 2 (oy) š de dg 


f j sint(z +) уу? dedy 


а __1+2й 1 
FO -T+ 


*ATAm TA 1-2’ 


AO- EE 
ҥй, /,@)=1, Фи. 
[PIO] ERARE М 2 ЛЕШ, BOR ГКО. 

Ш. НА, És, …, С, 是 独立 标准 正 态 随和 机 变量 , M 
пева 
Заа а, 与 专 有 相同 的 分 布 ， 由 性 质 5 及 例 

题 5 
19-50 = TL fa(0) 
- Йа-анш ®<(1-эну%, 
ИТ ё—(&, Ë, … 约旦 由 独立 标准 正 态 随机 变 
量 为 分 量 组 成 的 向 量 ，4 = (aa) ахо ЖОЕ, 已 知 二 


一 197 一 


И РАЕН НЕ т Ем, ЗЕ 4 ЕН: (Bi 
AAKER A= m. 
ПЕ] 对 实 对 称 矩 阵 4 来 说 ,有 一 个 正 交 方 阵 C 使 
См 7 


САО = ^ 


0 0 
Мм, №, АКО, Wk ÇO = (u Ta, +з, ma) =, MÜ za, 
ть =", ma 仍 是 独立 的 标准 正 态 随机 变量 
&'Аё=Ё'ОО' АСС =y (O'AO) 
ЛИ AT НИР, (9) 
B 31 Aé ж H i Жу m ле ЛЕ Ж, 由 例 6， 有 等 征 函数 
(4-йу Ë, (9, EAE 的 特征 函数 是 


Е r е 
f á (的 一 д Foa H (1—20) 2, 
Е А , „ 

H (1-2) 2-01-90) 2, 

Ц 2d) = — 3)", 
对 任何 实数 1 20 都 是 多 项 式 


п (а—ме)—(1-0" ао) 


кием, шаоде йд, Т гет, ВИ <) 
是 (10) 的 零点 ,因而 
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№ 7 
| . 
з м 
43-0 со 
| o р 
| 
Lo о’ 
[34 о 
А | 
х o Kog 
0 о. 
и 0 
! 
| 
=c; у C-A, 
! o 
-9 9 
Ë A=r=m. 1 


5.2 WA ABEN EP E 

从 特征 函数 的 定义 已 经 看 到 ,随机 变量 的 分 布 律 (离散 型 
随机 变量 的 分 布 列 、 连 续 型 随机 变量 的 分 布 密度 ) 唯 一 决定 随 
机 变量 的 特征 函数 ， 这 一 小 节 将 证 明 随 机 变量 的 特征 遂 数 也 
唯一 决定 随机 变量 的 分 布 律 。 
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定理 1( 唯 一 性 定理 ) 车 随机 变量 的 竺 征 函 数 为 O, 
则 专 的 分 布 函数 Ra) 在 其 连续 点 zo 上 的 值 


Fle) - = lim Hm Г, = J dt. 


Эл уз-= тю 
这 个 定理 说 明 的 分 布 函数 НИИ до 
决定 , 由 于 了 (%) 是 单调 左 连 续 的 ,下 (w) 在 不 连续 点 上 的 什 由 
连续 点 上 的 值 决定 , 所 以 了 (%) 完 全 由 了 (i) 所 决 定 ， 定 理 1 是 
下 面 定理 2 的 直接 结果 . 
定理 (逆转 公式 ) 随机 变量 上 的 特征 函数 是 AD， 
аала 是 的 分 布 函 数 p wz Ш 


etn gn 


FE 


фраг. (11) 
2р poe l-r 


【证 】 1° RMR £ ЕНИ REYE ЗЕ BAI, 
离散 型 情况 类 似 . 
设 $ 有 概率 分 布 密度 p(2)， 则 对 任何 了 > 0, 


из, 


zf, в * аа уо 


т (е насад онага 
-| т д, 
Л Са 


现在 证 明 上 述 黑 次 积分 可 以 调换 顺序 ， 信 
sa, mas а) =L (eo esa, 
M gC, аа, em) 是 (tz) 的 连续 西数 县 


196, z zx, зз) | 


= ааа 1 [обата 2 — атау 
je ea 6 И 


_ 12 аа | 
TF | 


< [02-а], 
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\®-] [1] „4% аа, аара) 

А | б, в, za)p(e)de dt 
ое за, zayp(ayae Ja: | 
<f [| 198 zm, ара 


«рые | | „242. 
由 于 


sm _ 260420, 


A 


在 上 述 不 等 式 中 令 Ао, 则 右 端 趋 近 于 0, 从 而 有 


J Г |. ви o-er зо аршу, 


Piri L costa а, L ein ta 是 偶遇 获知 


т, 


7 

(12) 
2° 要 想 证 明定 理 ， 由 (11) 短 就 是 要 对 完 分 大 的 了 ， 估 

计 

©т—2л[# (zs) — Ё(а,)] 

2 Ë роде. (18) 
为 此 将 (12) 中 Jr 对 w 的 积分 区 间 ( 一 co，%) 分 成 五 段 ( 一 oe， 
а), (21-8, 1:48), (zi 8, а1-—8), (12-0, 298), 
(+, +оо), КН 820 А ад аз 0, 并 引用 数学 分 
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析 中 的 下 列 结果 : 
G) 对 任何 5>0 及 >0, 存在 To>0, 使 当 人 >To 时 ， 


[7 sinat 2 | ма 
Ц. 5 E (м) 
且 
[з эшо! ить, м лс 8 (15) 
Io 2i 


成 立 ， а зако, т 
[ae sin at dm. (16) 


(这 些 结果 的 证 明 将 在 本 定理 证 明 后 给 出 , 》 
任 给 s>0 020 ## анд <zs--Š, 并 且 满 足 


max I раде се. ату 


НИНЕ О То, 于 是 当 "<zi 一 8 时 ，z 一 21 裤 一 5， 从 而 
当 了 T 了 >To 时 ,由 (15) 知 


[a р Pasan а) зоа) ре] 


z| 
<22 (~ р(Ф)йт<?в, (18) 
Шш 4) 81384 T> T'o R}, 
[fe ae 
<22, (19) 


由 (16)，(17) 即 得 
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e И віш а) _ чаев) арен] 


nå $ 

огт ај 

“i sin t(z—z) | 
«Г i di 


+ резо. в реа» 


<27 人 六 aaa<are #=1,2, (оо) 
ЕЕ, Ч жа+д<ш<ав—8Н{, z—zr2>8, s—z < —8, 于 是 由 
(14), адат 
Ë [Ft йм) _ ай (ет) ) |р) 


m+ 


~a f” padri 
20444-3) 
" [Eza ai plejdo 


+» podsta |" pede 
«98 [одета а-та (а), (21) 
综合 (18)，(13) 及 (18)~ (21) 08. 对 任 给 s>0, 存 在 To 
使 当 了 了 >To 时 ， 
172—258 (шз) — F (e)11 
<2в--2в-Е2 х2лв-Е2(ж-Е1)в =6(xm+1)s, 
KADRE. 1 
注 现在 我 们 给 出 (ta) 一 446) 的 证 明 ， 由 数学 分 析 知 


+= зы p 
f П й=-+, 
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即 对 任何 2220, 存在 Ti>0, 4 T> T. 时， 
T gint p ж! 
|a <e 
和 
Hep e, ШИ P> Ро, HH орд, аТ>8+—у- T, 
从 而 上 式 即 得 
| [7 sinat x= _ 
ІА 和 
EECH; 同样 可 征 (15) . 
对 于 任何 实数 O, Т, 存在 一 非 负 整数 如 使 
kax |a | < (Ё--1), 


а sint z| 
-Eje 
f di | бе, 


于 是 
аты Ж z ej aTi gi 
J sin £ а= S sint af sin! ge 
° 73 Ahe 1 m t 
-Soy f 
Е 2 1) в ти Е d 
anze gint 
-1% 
+1 |А katt 
因为 
ілі = віп ё 
— 一 一 一 一 一直 
f rī+i tf (я 
ЧН, 2), 
on f sini 
-一 一 — qt. 
та) те. 
жщ |ат 
<|" sini a< f ant с, 
o t ° 
1р ainat gy | т sint а] | Sni сд, 
° £ | £ £ 
故 (16) 获 证 . 
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[91 8) F EN (а, oł), k=1, 2, e, mn 独立 ， 则 
6 (Èa 50). 


[证 】 由 性 质 5 ЖИ, DE нЕт 
б Е Аа)" 
fa (= I r = Пе" уе казар 
e 
但 (22) 是 分 布 7( Do, Dot) MEER BREER 


я, RAAN N (Жо, $i of) ЖЖ RE (22), МЫ 


і 


ыыы, 59). 1 
【 例 9】 6, 2-1,2, гй, ЯВНА, 
n, улеа, ИЖ DE MAA, 


ж. шоно, DE ЕВ 
Я» 
O- л -2 т. 
(28) 
自 例 6 及 唯一 性 定理 ,加 和 服从 自由 度 为 六 名 的 必 分 布 . 


从 例 8、 例 9 可 以 看 到 ， 在 有 了 特征 函数 这 个 工具 后 , Ж 
随机 变 基 的 分 布 的 问题 有 时 变 得 很 简单 ， 这 一 点 在 下 一 章 中 
还 会 见 到 . I 

在 结束 这 一 节 时 我 们 向 读者 指出 ,对 于 多 维 随机 变量 , 特 
征 阔 数 也 有 相应 的 内 容 。 SAWER E £ oe СОНИ 
Еж 


Жы, 
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Еве ны 


ЗНС, in es 可) 的 函数 , 它 也 有 类 似 于 一 维 随机 变量 
特征 函数 的 性 质 及 唯一 定 更， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 有 关 书 
m 


3 题 五 
1. 站 在 [一 x, al EHAN, AR E REES, 
2， 试 求 二 项 分 布 bf 如 的 特征 函数 . 
3. 乓 服从 和 参数 为 1 的 指数 分 布 , 即 有 概率 分 布 密度 


ре z>0, 
1, уш, 
E "ЕАО 
(s= бе", gs); 
ш afo <0, 


试用 上 题 结果 求 ? 的 特征 函数 . 
5， 利 昨 特 征 函 数 求 工 题 中 的 En, Dn. 


в. 党 特征 函数 是 EGED, ими AEA 


тает 
(a 工 1) 


一 1 з өйү 
109 =ч Чё не"), 


7. 有 特征 函数 


АЖ) Ez, (D Dš, (ЗУ Р(1<6<4), (H P(E>2). 
в. 证 明 : 有 限 个 独立 的 ， 服 从 泊 松 分 布 的 随机 变量 之 和 仍 了 服从 ТАН 
Жж. 
9. é, n BE HE Яр EE Вит, nE E 
DREH АННЕ п— m 85 ° ЖШ, 
— 206 — 


t EE 


1. Е ЖЕШ Ж {ЧЕ REE, 有 分 布 列 
P(é=b)=po k=0, 1, 2, 0, 


L m (b=0, 1, 2, оона У Pu: KAFET; 
ЯН ЗЕ РЕ = D p 为 专 的 (概率 ) 母 函数 , 当 ?>1 时 ,有 


Пия -Ю-ЕР-ЕЕ 
3%. ИРИНА РИН, 
G) йй 0<р<1,т=1-р, 

РОБ) Ср, k=0, 1, 9, o, n. 
Cu) ана. А>0, 


русй = = Ка 
РВ), h=0,1,2,.. 


di) AZWA, б<р<1, g=1—n, 
P(£=k)=C2a op h=0,1,2,... 

2. 在 一 台 仪 器 上 进行 重复 试验 , 直到 仪器 发 生 故 障 为 止 。 没 在 每 次 试 
验 中 发 生 均 障 的 概率 都 等 二 че НИЕ, AR 
Её, 

3. p EH: 4 在 ?次 独立 试验 中 出 现 的 次 数 ，PC4) =р, АЖ 
Чу Ев”, Gi) Еш, 

4. En 独立 ,都 在 fa, b] 上 均匀 分 布 , m=min(8;, ah, 
ъ= шах ffn o &,}, АЖ 
G) Ет, En; Gi) Рт, Баз GH) Dinta). 

5. ЖЕ ERRER, k=l, 2, oun, 从 中 摸 出 一 球 , 求 所 得 号 码 


D 在 -个 种 并 У, ВНК НОЕ p, EAr 表示 第 ?次 成 功 的 
试验 序号 。 


一 897 一 


0538822 858 8135 

6. REATI 

7. ,都 是 只 能 取 两 个 值 萨 随机 变量 , 试 证 ， 若 名 пж, JE, n 
ў. 


8. (а, 07), 1-3, ЗВЕНЕ аб», а Е, 


第 三 章 小 结 


随机 变量 或 其 分 布 律 的 数字 特征 能 刻 划 分 布 律 的 某 些 特 
点 ， 对 某 些 类 型 的 分 布 律 来 说 , 知道 了 它 的 某 些 数字 特征 也 
就 知道 了 分 布 律 ， 在 第 二 章 小 结 中 已 经 说 过 :研究 分 布 律 及 
其 数字 特征 是 本 书 的 中 心 内 容 . 

数学 期 望 与 方差 着 读者 应 当 注 意 的 两 个 数字 特征 ,由 .I 
《3) 、(6) 定 义 的 数值 叫 随 机 变 站 的 数学 期 望 , 它 在 一 定 意义 下 
表示 中 机 变 划 的 乎 均值， 方差 是 刻 划 概率 分 布 集中 《或 分 散 ) 
程度 的 一 个 数字 特征 ， ЭПА ЕЖЕЛИ ЖЕ ЙЫН, 记 住 
常见 分 布 (如 正 态 分 布 , 泊 松 分 布 ) 的 数学 期 望 和 方差. 

车 员 谢 夫 不 等 式 是 一 个 重要 的 不 筹 式 ， 在 第 四 童 将 看 到 
CHEA. 

特征 现 数 与 分 布 律 之 间 的 一 一 对 应 关系 使 特征 函数 成 为 
研究 分 布 律 的 一 个 工具 ， 特 别 是 研究 独立 随机 变 基 和 的 分 布 
的 重要 工具 ， 本 章 在 微 积分 的 基础 上 讨论 特征 函数 ， 如 使 用 
进一步 的 数学 工具 可 以 使 讨论 简化 

在 本 书 中 与 多 维 正 态 分 布 有 关 的 内 容 是 分 散在 第 二 章 ， 
第 三 章 中 讲 的 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 将 这 些 内 容 系 统 整 理 一 
T. 
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大 数 定律 及 中 心 极限 定理 
Én En =, En … 是 随机 变 基 序列 。 在 这 一 章 主要 讲 两 
类 极限 定理 ， 一 类 龙 关 十 随机 变量 序列 
1 У 3 1 $ Я = ... 
LXë6- LB, n=1,2, 
“йр ЕЦЕШ, ОНЕ, 一 类 是 关于 随机 变量 序 
列 
$i- УЛА 
/2( 36) 
ЖЕЕ ЕС РАНЕЕ Я ЕН, mji 
心 极限 定理 ， 
随 着 这 者 分 内 容 的 展开 ， 读 者 将 会 看 到 研究 这 两 类 极限 
定理 的 重要 意义 . 


n=1, 2, += 


BE КЖЕ Л.Р АЛЫНЫ 


随机 变量 序列 收敛 的 概念 是 一 个 新 的 概念 ， 它 有 各 秘 意 
义 下 的 收敛 ， 这 里 只 介绍 几乎 处 处 收敛 与 依 概 率 收敛 两 个 福 


念 
Ж. 


1.1 几乎 处 处 收敛 
ВЕ) В), бо), т, to) 是 定义 在 概率 空间 
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(Q, F, 刀 上 的 随机 变量 ,对 于 任意 指定 的 o, € Q, 
& (ов), Ealo), +, (им), + а) 
是 一 个 普通 前 数列 《Coo) 是 一 个 普通 的 数 ， 数列 (人 D 或 收敛 
ёш), ЖЕ Eloo), АЖ Q rh lim ilo) = 609) 
成 立 的 子 集 
0'= 0:060, lim élo) 6}, 
或 简单 地 记 信 一 {lim 各 一 全 
EX Ё б, Š, ou 5, 77 都 是 随机 变量 , 若 
Р@у-Р(шш &„={у=1, 
就 称 随机 变量 序列 <} ПРАХ тыс, В 


в, 


EKO 的 概率 时 ,自然 应 当 说 明 ОРС 77, RIMEN 


2 只 让 [era< 直 外 
ат к-т 
1 1 Р 
-1-+1<&-е@<1]є», 
在 证 明了 他) 后 立刻 可 以 得 到 9'E Z, 
等 式 (@) ЕЛЕН, 
e€ (im ë,=8ye Ша 600) (0) 
e WE H pak m, IFE BAB N, М n> N i, 
Е.) El) | < 
全 对 任意 自然 数 m, ТЕНИ N, n>N 88, 
»є{&-&!< 2) 
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仿 对 任意 自然 数 m, НЕНЖЖ М, 


ое е, 212) 
e MEB B 03k m, 
we Ü Аа-а) 
ө „АО 6-82). 1 


a.e(P) a.e(P) 


由 定义 及 (名 可 以 看 到 各 一 一 > 和 (6 一 全 一 一 > 0 是 
等 价 的 。 


1.2 бй 


кӨп ЛОР Ab kt kaka ЛИН 3} — ВС ЖОК 
Ж. 6, 61, б, U б, РШЕ. 对 任意 给 定 的 实数 
220, 随机 事件 序列 
da= {lEn E] <=}, n=t,2, + 
对 应 的 概率 Pn), n=1, 2, …, 是 一 个 普通 的 数列 . 
定义 Š, ŠL Фф, +, б, + 都 是 随机 变量 ， 若 对 任意 实 
数 s> 山 


lim Р{}&,—#|<е}=1, 
ЕН ЧЕ, вка E, PE Е, 

ВИВЬЕН. 9 一 >0 是 等 价 的 . 

一 > виявах, En W E 取 的 值 可 以 以 很 
大 的 概率 非常 接近- 

=, е ы unet, 
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这 是 因为 对 任何 。> 0, 有 自然 数 m, <e, 


Jim РЕ. <)> lim Р(18,-#<1) 


BREER Жане АРЬЕ в, жа 
0,1, 7 диш & (0, ПИРИ ЖНА, P Ж 
ENES LRR WE PCa, Л) 一 5 一 a， 定 义 随机 变量 


зип бо) =1, 

1, моє(о, 2], 
ти бо) 一 1 

0, мое (5, 1], 

о, ос (о, 2], 
тюбю) = 1 

1, моє ecl 1), 


。E… 利 用 


C1, 2 
则 对 任意 给 定 的 e>0, 有 
Розы» <. @ 
ЕН] 
Elo) = див), Elo) =тә (6), 
Elo) забо), Elo) ae), 
不 (mao 
lim Р(|&.|:;>г) =0, 
НЕ. 2.0, 但 对 任 一 指定 的 oo € O, ВНЕ оу 
BENI, 53584 0, ШИШИШИ ЕИ, (E0) 发散 ,所 以 
ЧЕ 不 几乎 处 处 收敛 于 零 . 
依 概 率 收敛 有 下 面 的 重要 性 质 : 
定理 1 (¿), x) 是 两 个 随机 变量 序列 ，a.5 是 常数 ， 
BE- a, na — b, обо, W) TEB (a, 下 连续 ,出 
04. m) gla, b). 
[证 】 B} gO VEAR 从 连续 ,对 任意 给 定 的 s> 0， 
存在 8> 0 H (r-a)? 4-58 时 ， 
igle, у-ва, В) |<, 
用 Aw 表示 事件 ( lial <y S), Ba 表示 事件 


(1-и), n=1, 2, --, 


由 (3) 知 


出 有 РСА) =1, Шо Ри) 1. 
+= noa 
因为 P(A UBAP (A), 
TA lim P(Á, В„)=1, 
б 
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又 Р(|0(#„, п) —g(a, b)i <e) 


РР, а) Qa —5)1<8) 
>Р(&-е|<у$, 012) 
=P(A,n8.) 
=Р(Аш)+Р(В)—Р(А„ Ba), 

ЖШ а Роб, mg, D< 1 


分 别 取 glo, 9) ар, а-у, oy, у 


推论 1 же, >а, mb, ДЕ atb, 


Eum —> аһ, 50, уюн в 2. а 


这 个 定理 可 以 推广 到 任意 有 限 个 随机 变量 序列 的 情况 ， 
该 者 可 以 试 证 . 
第 二 节 ”大 数 定律 与 强大 数 定律 
Eu én e, En ，… 是 随机 变量 序列 ， 
068 н, 2.0, ЛЕЧЕК, 
15-15) кё, 240,0, шк} 服从 强大 数 


Еж. 
定理 2 (马尔 科 夫 大 数 定律 ) 长 村 是 随机 变量 序列 , 若 
二 
则 好 了 服从 大 数 定律 . 


【证 】 НФ, пж, p(L За) <, 对 
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任意 给 定 的 s>0, налат 


所 以 im P (|+ 5-25 ка! '>e)=0, 
пери & |<е)-1, 1 

推论 &( 车 贝 谢 夫 大 数 定律) 长 路 是 独立 随机 痰 量 序 
Я, КО të DEO, 6-1, 2, =, N 芭 对 服从 大 数 定 
#. 

1 КЫ 1 < O 

G) (ха) <, 
жш жазу (2 &)=о 
由 定理 1 得 证 ， 1 

推论 8( 中 努 里 大 数 定律 ) 人 让 是 独立 随机 变量 序列 ， 
£ 有 分 布 列 


&| 0 1 


k=1, 2, °, (5) 
Pa| i-p р 
ДЕ) 服从 大 数 定律 , 具体 地 说 有 
а Р. р, (6) 
в 
即 对 任意 给 定 的 正 数 e, 


А [léke | —1 
да Р ( Ë p<) mt 


ПЕ] _ Юф=р1@—р)<!}, #=1,2,.-, 
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由 推论 2 


2 RA EE, 即 得 (6)， 1 

在 第 一 章 引 言 中 , 描述 重复 试验 中 事件 4 出 现 的 规律 时 
说 过 , 事件 4 的 频率 具有 稳定 性 , 它 经 常 与 一 固定 的 数值 ( 即 
和 的 概率 办 接近 ,而且 随 着 试验 重复 次 数 的 增加 ， 这 种 现象 
您 加 显著 ， 现在 , 我 们 可 以 利用 大 数 定律 对 上 述 事实 给 出 更 
加 确切 的 解释 ， 设 事件 4 的 概率 为 2, G 是 第 次 独立 重复 
试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ， 则 4, 有 分 布 列 (5)， 从 而 利用 由 
努 里 大 数 定律 知 


Бн Pg, 


这 就 是 说 ， жишш 所 4 出 现 的 频率 依 概 率 收敛 于 它 的 
ME p. 

定理 2 证 明了 在 方差 满足 一 定 条 件 的 情况 下 随机 变量 序 
列 { 对 是 服从 大 数 定律 的 ， 另 一 个 常见 的 重要 情况 是 {у} 独 
立 ， 并 且 有 相同 的 分 布 ， 这 时 如 果 世 的 方差 存在 ， 那 么 {8x} 
就 具备 了 推论 2 的 条 件 , ETER, 长 扩 也 服从 大 数 定律 ， 需 
要 进一步 考虑 的 是 Є, ОГЕЛЕ, СЕ РЕА ЯК 
定律 .下 面 将 要 证 明 的 辛 钦 定理 回答 了 这 个 问题 ， 

定理 8 (30 (Хинчин) ХЮ) (E) k i E 
的 随机 变量 序列 ， 堵 数学 期 望 存在 (BEz 一 @， 则 区 ] 服从 大 
数 定律 . 

以 下 只 对 名 是 连续 型 随机 变量 的 情况 给 以 证 明 ， 当 名 
是 离散 型 随机 变量 时 ,证明 是 类 似 的 ， 

[证] 设 饼 有 慨 率 分 布 密度 p(z)， 根 据 依 概 率 收 敛 的 
定义 我 们 应 证 明 ， 对 任意 给 定 的 s>0 =>0, FENDO, 


— 216 一 


当 m> 交 时 


=1 


РЕ &-а|>е)<е, 
由 于 Её, 存在, 积分 [Вроде Ой, BRAHES b, 
再 设 6 一 min 本 э}, Шр асоси, 


85, ° 
а _ 
a= бдаг |” арена, (т) 
f. „leleoa о, (8) 


所 以 有 N2>0, í n> N Bi 


e 
а | <, 
lasa] < 


Wo <", O) 


对 大 于 六 的 任何 一 个 %, 令 
$, Ж|&}<ляб, 


or выд, k=1, 2, п, (10) 
这 里 
„Га, |а| мб, 
мо |а|, 


Эль, ma, е, т ЁЛЕ, ЖВНЕ 1<1<n 有 
Bm= Ву) = | дрво |? арид 
Dasti- О)? spl) da (Ев 
«әј, lzip(a)da<nb8, 
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гр 
1 

«( = iDa- а, +la~al>e) 

єрР{ 2з 8 

(56-25) 

= 14 8 下 

“p(T КА 26 a) 


<Р Н зма ау 
由 车 贝 谢 夫 不 等 式 
" , 4 È Dra 
ЕЯ E =” 
(|. в. >) < 
— az) 
ж @), 0) 


Зря РО) 
-ee 


à 
14 фе 
SETTIST оз) 


将 (12)、(18) 代 回 (11), 得 证 1 

在 第 三 章 定义 随机 变量 的 数学 期 望 时 ， 我 们 对 数学 期 望 
的 含义 作 了 一 些 说 明 ， 现 在 可 以 利用 大 数 定律 作出 更 加 确切 
的 解释 . 设 随机 变量 上 有 数学 期 望 "， 用 如 天 示 在 章 复 试验 
中 专 取 的 第 志 个 值 , 则 可 以 认为 对 是 随机 变 最 , 且 长 时 是 独 
立 随机 变量 序列 ,每 一 个 总和 有 相同 的 分 布 ， 由 定理 3， 
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对 任意 给 定 的 e>0 就 有 
ит P (|L 2 &— a <e)= 1. aa 


(14) 式 说 明 在 第 三 章 定义 中 定义 的 Be —a 是 这 样 一 个 数 , 只 
En EAK, 取 的 % 邻 秆 的 平均 值 可 以 以 很 大 的 概率 和 这 
个 数 充 分 接近 、 在 第 三 章 我 们 曾经 用 只 取 有 限 个 值 的 离散 型 
随机 变量 解释 过 这 层 意思 ， 不 过 那 时 我 们 用 了 “稳定 "这 祥 一 
个 不 确切 的 概念 ， 现 在 用 《1g) 说 明 上 重复 取 的 邑 个 值 的 平均 
值 15 如 和 醋 =a 的 关系 就 更 加 确切 了 . 

下 面 用 几 个 简单 的 例子 说 明 大 数 定律 的 应 用 . 

1. 人们 在 进行 精密 测量 时 , 为 了 减少 随机 误差 , 往往 重 
复 测量 多 次 然后 取 算 术 平 均值 。 这样 做 能 达到 预想 的 目的 
шр 假设 你 用 一 架 精 密 天 平 测 量 一 个 实 重 为 a 的 东西 ， 岂 
于 测量 环境 中 随机 因素 的 干扰 ， 多 次 测量 的 结果 为 c 二 5， 
atòn +, УА}! ду, б, … 表 示 随 机 误差 ，m 次 测量 结果 的 平 
Ноа, Wd: 8 НИЕ, ВИЛ 
们 是 独立 的 , 同 分 布 的 , ЗЕН. 百 8:= 0( 否 则 就 表示 含有 系统 误 
差 )、 由 定理 3 
Lao, 


这 说 明 当 测量 次 数 比较 多 时 ， 平 均值 c+ 革 SWR о 的 
LL a 能 以 比较 大 的 概率 取 接 近 于 0 ВОН, 

2. 祖 据 定义 ,要 想 知 六 一 个 随机 变革 的 数学 期 望 26， 
зв De， 必须 知道 的 分 布 律 ， 然而 在 实际 问题 中 住 往 是 
在 不 知道 分 布 律 的 情况 下 希望 知道 HEMDE, Piin, WA 
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з[ е 


种 工艺 条 件 下 生产 一 种 零件 , 由 于 随机 因素 的 千 扰 , Е 
标 ( 如 长 度 ) 是 随机 变量 5 为 了 检查 零件 的 质量 ， 不 一 定 要 
知道 上 的 分 布 , 只 要 能 对 EE, ЮЕ 做 出 估计 就 行 了 。 我 们 可 
имин hl Ж, ШЕНЕ Ва, ж, …, zw НУ 

is m 作为 Её 的 估计 信 ， 因为 抽取 的 第 二 个 零件 
的 长度 是 随机 变量， 用 名 表示 , 由 定理 8， 当 % 出 较 大 时 ， 


ёш хи жо нок енй, TES а, 


йж L63048, 所以, B T Sa teH P€ БИН 
#, мли, ваат КЕ. 

为 了 合计 DE, 由 于 D£ = EEP- (EE, 可 以 先 分 别 估计 
ве 和 (RE)*。 (6) Eks apas ИЕН, ТО E) 
СОЛИНЕ В АНАУ, A EN E В 35 
ж, W 


lp a, ве 
15a- se, 

可 以 用 二 26 ЖИН Pe RHE. x 
13e- B, 


本 


我 们 可 以 用 土 为 如 一 ( 工 2 


п 1 


具体 说 , 就 是 用 
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Я DE 的 估计 值 . 


з. 计算 定 积分 了 ~ 人 ове ИРЕЙ, 
Ел _ 
т , 4 а<аЬ, 
р@)=| 7% аз) 
0, 当 z<a 或 zz 


则 
J= 0-2 |" обрада, 
(15) 是 在 [ec,， 刀 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 概率 分 布 密度 ,由 


第 三 章 1.1 定理 , 9(6) 的 数学 期 望 就 是 а ШЖ ШЗ, 只 
要 能 得 到 独立 的 、 每 一 个 都 在 [we, 站 上 均匀 分 布 的 随机 变量 
а Иа), Н 

15 


т, 


KEDD gi 
就 可 以 用 (8 о) DAE 作为 了 РИШ. ЖОЙ {x} 是 可 
以 由 计算 机 产生 的 . 
关于 强大 数 定 律 我 们 只 证 明定 理 4 更 一 般 的 情形 只 列 
出 定 再 所 而 不 证 南 , 有 兴 让 的 读者 可 参考 严 十 健 等 < 测度 论 与 
зш. 
нала En Eo б 有 
1 
BINARA w , ) КӨГҮ RGEE, 
ПЕ] 需要 证 明 的 是 
P(UE 


М Хш ny 


或 对 任何 正 整数 可 
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Веди È Р (|-> Туи. 

BBEL HMS, 
ее) дее /G) 
т верб) 


=1 К=з 


-名 | 六 BE D+ Яве ве ЕР] 
A 


«тиви 1)] 


< =, 


所 以 
Р-р > Юн». 1 


12 k=l 
定理 5 ( 柯 尔 莫 哥 洛 夫 强大 数 定 律 ) 在 定理 3 的 条 件 


下 
а.е(Р) 
СА iha а, 
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第 三 节 中心 极 限定 理 


本 节 定 理 的 证 明 过 程 中 壬 要 用 特征 函数 的 两 个 极限 定 
理 , 这 里 只 列 出 定理 而 不 证 明 ”, 

ERRER ”如果 分 布 说 数 序 到 File), Pale), +, 
Fw(z)… 在 分 布 函数 РНЕ ОСТАНУ (>), 
则 对 应 的 特征 函数 序列 АСЮ, Уз), on ЛС), e 9k p 
卫 (o) 的 特征 还 数 《由 ,并 且 在 的 每 一 个 有 限 区 间 内 一 致 收 
ЖР). 

逆 极 限定 理 ( 连 续 性 定理 ) УРАЛЕ ARFI 

Be a6) 
的 特征 函数 序列 
ВФ, РО, +, ЛӘ, =: ат) 
收敛 于 连续 函数 У, 则 有 一 358 88 Fle), EREA 
E, (16) 收 第 于 了 (wz)，( 由 正极 限定 理 ， 了 (2) 的 特征 函数 就 
#714.) 

作为 一 个 例题 ， 这 里 用 特征 函数 的 极限 定理 重新 证 明定 
理 8. 

花 习 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,数学 期 望 Bë a 存 
Ж, 因为 诸如 分 布 相同 ， 应 有 相同 的 特征 函数 ， 设 为 f(D. 


пне но, з, 136 SIÉ tyt E E 
[A (E) Bto, 在 0 的 附近 


о -1+#@ ено) ино. 


юге а ло БЕН. 
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ВШ, ЕЯ t 17 
за вао (ш) не, 

бн РЕАЛ 

1, 

ғо маа 

BEEE ВОНГ ШЕЕ саа, 
ТЗ ® ЖЭ ВЧ nooo nt РОН 8: 8 ЕШ 
FO HRR, HHEN s>0 有 


Щщ <a, 


lim Р( L Sga |<) 

вер (аа |<) 
_ Jim pa sl 
Неее екен) 


= lim [Flat+e) — -Е,(а- zjn 1 


定理 6 {是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ，Bé1=&， 
D8,=o?( 有 限 ), 则 对 任何 实数 o, 


iim P 56 -Èri f L ta, 08 
im Р жї < |= оо, 
[ке] /з( ) -o Ут 


$ 
1 


DE) Bé о МЕВА ЗКУ AD ， 则 由 特征 函数 性 质 
2, 5, 
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ЕЕ Етар 


特征 通 数 狂 质 6， f) тр, Е ОЕ 2-0 附近 
展 成 泰勒 级 数 
LOOO ера, 


因为 TO) =1, fF(0) =iB(E—0) =0, 
Musa sm 207—0, 

& 0-19 З обе). 

对 任何 指定 的 t 


ше [= (2) et, 
s tE NO, ГВЕН, BARREME (18) 式 得 证 ， 了 
HRA 从 叶 是 独立 随机 变量 序列 ,上 5 Ё—1, 2, АЙ 


0 1 
СРЕ Í. Й А; 则 对 任何 实数 


вр Snp \- = i fa 19 
и) Где e 


【 馆 菩 ” 某 工厂 生产 前 产品 废品 率 是 0.005， 试 求 任 意 
抽取 的 10000 件 产 品 中 废品 数 不 多 于 ТО 件 的 概率 P。 
ж. 这 是 一 个 % 次 独立 试验 中 事件 的 概率 计算 问题 . 
图 第 一 章 第 八 节 的 方法 
p= š Ciaooo (0.005) * (0 обо, 


但 直接 计算 计算 量 太 大 了 、 
用 名 表示 到 来 的 第 天 件 产品 中 的 废品 数 ， 天 一 二 2,…， 
则 (6) 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , & 有 分 布 列 
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0 1 19000 
(оа ол p=P (то). 
利用 推论 4， 
np=10000x0.005=50, vnplI—p) =7.05, 


p=P (0< Зат) 


-f “ _1 de0.9977. 
то РЕ 


定理 6 给 出 了 独立 随机 变量 序列 蕉 叶 间 分 布 时 的 中 心 极 
限定 理 ， 对 也 分 布 不 一 定 相同 的 情况 有 
定理 了 《 李 亚 普 诸 夫 定理 ) (SJ 是 独立 随机 变量 序列 ， 
Els- ВЕ FE, Ё=1,2,-, & 
В,=,/ Š р, 
= 


ж lim а. Е|&—Н]*=0, 


пәке Ba Š 


则 对 任何 实数 4 有 


1. ЯН Е ХДЕ, # 
Р Р 


&— a, т b, 


ш аъ завь, £. — аЬ, 
2. ЗЕ МА в АИЫ, n=l, 2e, ЕВЗ, 当 % + e° 于， 
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EEE юли NO, DRAR, 


n 

3. йт AES LAE п 的 球 投入 2 个 编 有 号 码 1 至 ”的 轿子， 并 
以 制 每 个 刘 子 只 能 进 一 个 球 ， 设 球 与 匣子 号 玛 一 致 的 个 数 是 5, 试 
证 


Sa EIn 
т 
[提示 ， 用 车 贝 谢 太 不 等 式 .J 
4， 设 长 中 独立 , 同 分 布 ,有 分 布 列 
各 一 一人 《2 
ДНЕВЕ. 
5. ааа тине, Б. Eia n] Пя, АН {4} 
зн л, 
Сал. 验证 李 亚 淮 庄 夫 定理 条 件 .] 


2.0, 


第 四 章 小 结 


这 一 章 介绍 了 大 数 定 律 及 中 心 极限 定理 

定理 3, 定理 5 使 概率 论 中 的 两 个 基本 关系 ， 频 率 与 概 
率 ,平均 值 与 数学 期 望 -一 -得 到 了 明确 的 表述 。 

独立 同 分 布 条 件 下 的 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 为 大 样本 
统计 推断 ( 见 第 五 章 ) 提 供 了 理论 根据 ， 

从 这 两 类 极 四 定 理 的 证 明 中 可 以 进一步 看 到 特征 函 教 在 
研究 分 布 律 中 的 重要 作用 . 

本 章 中 定理 的 结论 都 是 重要 的 ， 至 字 定 理 的 证 明 相对 说 
来 是 次 要 的 。 由 于 用 到 的 数学 工具 较 深 ,初学 者 或 非 数 学 专 
业 的 读者 可 以 略 去 。 
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一 第 卫 章 [m= 


统计 推断 初步 


第 一 节 基本 概念 
11 统计 推断 概述 


在 这 一 章 将 介绍 一 些 数理 统计 的 基本 知识 和 一 些 常用 的 
数理 统计 方法 . 

在 前 几 章 概率 论 部 分 ,我 们 引进 了 一 系列 的 概念 , 如 随机 
事件 的 报 率 ,随机 次 其 的 分 布 律 及 数字 特征 等 等 ,用 这 些 概念 
可 以 在 不 同 程度 上 刻 划 我 们 希望 认识 的 随机 现象 ， 数 理 统计 
的 任务 之 一 是 根据 实际 观测 到 的 随机 试验 的 结果 ， 对 有 关 事 
件 的 概率 或 随机 变 基 的 分 布 律 . 数 字 特 征 做 出 估计 或 推测 . 
例如 , 在 一 定 条 件 下 生产 出 的 一 件 产品 可 能 是 合格 品 ,也 
可 能 基 不 合格 品 ， 对 这 个 随机 现象 可 以 用 “生产 一 件 不 合格 
品 ” 这 个 随机 事件 的 概率 р (лж) ЖШ. 或 者 引用 一 
个 随机 变革 E, £ 表示 生产 出 一 件 产品 中 的 不 合格 品 数 , 分 布 


ШЕЛ o 1 

б» >) ® 
EIER с 刻 划 这 个 随 初 现象 ， 对 于 一 个 生产 者 来 说 , 知 
道 用 废品 率 2 或 二 的 分 布 列 来 刻 划 产品 的 质量 情况 ， 这 当然 
是 很 重要 的 , 但 是 , 在 一 定 意义 上 讲 , 更 重要 的 问题 是 用 什么 
方法 得 知 p 的 大 小 或 的 分 布 列 ， 在 不 能 或 不 便于 对 每 件 产 
品 进行 检验 的 情况 下 , 通常 使 用 的 办 法 是 抽验 一 部 分 产品 , 然 
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后 根据 这 一 部 分 产品 的 质量 情况 对 p 的 大 小 做 一 个 推测 或 估 
$. 也 有 这 祥 的 情况 ， 辟 如 毛 照 某 种 规定 , 当 p 不 超过 0.01 
时 ， 这 个 生产 过 程 就 算是 正常 的 ， 多 许 继续 生产 .对 这 种 情 
况 就 需要 根据 抽验 的 一 部 分 产品 的 质量 情况 对 2 是 否 超 过 
0. 叶 做 一 个 判断 。 因 为 只 有 了 五 种 可 能 : p<0.01 或 p>0.01, 
所 以 对 这 个 问题 也 可 以 这 样 级 述 ， 需 要 根据 抽验 的 一 部 分 产 
品 的 质量 情况 对 “р< 0.017 GR “р>0.01)@-— 44И. 

所 亩 抽验 一 部 分 产品 , 其 实 就 是 让 重复 取 若 干 个 值 .被 
抽验 的 第 一 件 产品 是 合格 的 就 是 上 芭 07, 被 抽验 的 第 二 件 
产品 是 不 会 格 的 就 是 上 取 I. 抽验 了 20 件 产品 的 结果 
就 是 $ 取 了 了 20 个 值 , 0, 1, 0, 0,--,1, 0 采用 这 样 的 看 
法 ,上 面 提出 的 了 解 产 品质 是 的 问题 可 以 这 样 叙 述 , 有 分 布 
列 (加 ,其 中 五 是 本 知 的 ， 现 在 要 根据 上 取 的 车 干 个 (有 限 个 ) 
Жа, вз, +, аң, 

(1) 对 多 的 大 小 做 一 个 佑 计 ; 

(П) 对 一 个 陈述 旬 , “реро” 做 出 判断 ,肯定 它 还 是 否定 
它 ? 换 受 它 还 是 拒绝 它 ? po 是 预先 指定 的 数 ， 

在 数理 统计 中 称 问题 (D 为 参数 佑 计 问 题 , 称 问题 (ID 为 
假设 检验 问题 ， 这 是 统计 推断 中 讨论 的 两 个 主要 问题 ， 对 这 
西 个 问题 更 一 般 的 提 法 是 是 一 个 随机 变量 , 它 的 分 布 函数 
下 (ws 6) (或 概率 分 布 密度 plos 0), RAMI ples 0), š=1, 
2, …) 的 函数 形式 是 已 知 的 , IB 0 是 未 知 参数 (实数 或 有 限 维 
实 向 最 )， 日 有 一 个 取 值 范围 @, шаа. ШАЯ) 
T, p 是 未 知 参数 , 9-00, 刁 是 参数 空间 现在 对 & 进 行 罗 
次 观察 得 到 ?个 观察 值 m， ть, еседо. ВСЯ 
Раз ОЖ 9 的 大 小 做 出 估计 的 问题 叫 参 数 仿 计 
问题 。 根据 专 的 观察 值 对 关于 0 的 一 个 陈述 句 4060” (Ө, 


是 日 的 一 个 子 集 ) 作 出 接受 或 拒绝 的 判断 问题 叫 对 参数 的 很 
设 检验 问题 ， 称 陈述 名 H, ACO 为 统计 假设 。 习惯 上 也 
称 为 “ 堆 假 设 ”, 相 反 的 陈述 旬 站:“9E@ 一 Bo 称 为 对 立 假设 
或 备 择 假设 ， 问 题 (ID 中 “pspo” 就 是 一 个 统计 假设 ,那里 的 
Q= [0, po]. НЭН, (а, 9) 的 函数 形式 也 是 未 
知 的 ， 我 们 希望 判断 一 下 它 是 不 是 和 某 一 个 已 知 分 布 函 数 
Fola) 一 样 。 例 如 判断 一 下 刻 划 某 一 随机 现象 的 随机 变量 
是 不 是 参数 为 (zw o) 的 正 态 随 机 变量 ,这 时 可 以 把 “Pw; 从 
一 ote)” 做 为 统 汁 俊 设 ,然后 根据 的 样本 做 出 接受 或 找 绝 
的 判断 ， 称 这 样 的 问题 为 对 分 布 的 假设 检验 问题 ， 参 数 估计 
问题 和 假设 检验 问题 统称 统计 推断 癌 题 . 


1.2 ARTE 

进行 统计 推断 需要 利用 随机 变量 上 的 % 次 取 值 ， 观 察 随 
机 变量 & 重复 取 的 % 个 信 可 以 看 作 一 个 随机 试验 ， 记 第 1 次 
观察 结果 为 Xa 第 % 次 观察 结果 为 也, MJ Xu e X, Ë 
% 个 随机 变量 ， 如 果 这 % 次 观察 是 在 相同 的 条 件 下 独立 地 重 
复 进行 的 ， 那 么 , X, on Xa 相互 独立 ， 并 且 每 个 X, G= 
1, ==, n) 和 有 相同 的 分 布 ， 统 计 推断 中 使 用 的 观察 值 通 党 
都 是 在 相 同 条 件 下 独立 地 重复 进行 的 ， 

定义 МИИН X, Xa o Xa HIER É 
个 桩 本 ， 如 果 X, Xa 5, Хо, HARA XGL 
2, =n) 58 ë АМ а ЛЖИ (ЕЁ ЖГ). 

EB RE) E ЖЕ ЖЕ B z А z, ан, … ew 就 是 随机 
样本 X,, Xa cn X. 取 定 的 值 。 事 实 上 (wm, za, =", за) Е 
对 专 进 行 % 次 重复 观察 这 一 随和 机 试验 的 一 个 样本 点 . 今后 
Жа, т, …， mm 为 祥 本 的 观察 值 ， 在 样本 的 容量 % 给 定 后 ， 
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一 个 样本 观察 值 是 ”个 有 序 的 数 ， 对 应 着 匈 维 空间 中 的 一 个 
点 ( 即 洋 本 点 ) ,因而 洋 本 空间 是 %” 维 空间 的 一 个 子 集 ， 样本 
TERENE AZ HORHE: 前 者 为 哺 机 变量 ,后 者 为 取 定 
的 数 . 不 过 为 了 投 述 上 的 方便 ,今后 有 时 把 样本 的 观察 值 也 叫 
ЖЖ, 在 符号 使 用 上 也 不 去 区 分 它们 , 至 于 什么 时 候 它 表示 
Rok, 什么 时 候 它 表 示 桩 本 的 观察 值 , 读者 不 难 从 上 下 文 分 析 
清楚 ， 另外 在 数理 统计 教科 书 中 , 在 讲 样本 之 前 一 般 先 定义 
一 个 “具有 分 布 (4) 的 总 体 ( 或 母体 )”, 实际 上 可 以 把 这 个 总 
体 理解 为 我 们 这 里 所 说 的 随机 变量 

参数 估计 问题 和 假设 检验 问题 ， 都 是 利用 祥 本 对 未 知 分 
布 或 已 知 分 布 中 的 未 知 参 数 进行 统计 推断 ， 为 什么 样本 能 够 
ЭЛЕН: 这 是 因为 祥 本 包含 有 (或 能 提供 ) 关 于 未 知 分 
布 或 未 知 参 数 的 信息 ， 仍 以 抽验 产品 为 例 ， 分 布 列 ( 四 中 含 
жж p EMPER а, аш, o, Ca 是 由 一 些 “0” 和 "组 
RERA. ЗАДАЧА, ААЖ о WRK, ЖАР 
本 中 的 “1 一 般 会 多 一 些 , НИЙ “0” 会 少 一 些 ; 反之 , 如 
果 p 比 较 小 ， 那 么 样本 中 的 “1” 一 般 会 少 一 些 “0 会 多 一 
些 、 样 本 中 ”的 多 少 一 般 反 映 冰 未 知 参数 的 大 小 , 这 说 
明 样本 中 包含 有 关于 未 知 参 数 b 的 信息 ， 更 确切 一 点 说 , 5 
的 随机 样本 Хз, Xa X, 的 分 布 


Р(Ху=а, +, Х„= ы) ра ЮТА", 
w=0 或 1 (=1, 2, =, n) 
与 未 知 参数 六 有 关系 ， ИЖ X. X, =. Xa MAENT 
能 性 大 小 受 的 制约 , AR, Xa Xa 0, Х ВАННЫЕ 
关于 的 信息 . 当 钛 ,样本 能 所 供给 我 们 的 信息 有 些 和 未 知 参 
数 有 关 , 是 需要 利用 的 ,有 有 些 则 和 未 知 参数 无 关 , T UMI. 8 


— 231 一 


常用 样本 的 一 个 或 车 干 个 函数 来 代 殖 样本 ， 目 的 是 简化 数据 
并 把 有 用 的 信息 集中 地 充分 地 反 吴 出 来 ， 例 如 上 述 z, 
вз, "tes PARET T 的 个 数 , 还 提供 了 “的 位 置 ， 前 


Ж р ЯЗАН Da REREH, MADn ЖЕҢИ НЕ Ж 
于 “前 位 置 的 信息 ,但 关于 “d" 的 个 数 的 信息 在 Эа 中 保 
存 了 ,集中 了 
定义 RSen e, 是 定义 在 洋 本 空间 上 ， 不 依 蒜 于 
RASEN AN ERRE REAO, MALER CH 
В) ОХ, +, Хойл. 
ЯМ В ENa 05), а Жа, о* В, Xa 
X, ==, Xa RE BRR, А 
ҺО е, хә, 
Оа, +, Ob 
ЛО, =, х) 2. О) 
都 是 统计 量 、 而 
дж, е, 0) За 
лята, доа, 
祥 本 的 算是 重要 的 统计 时。 
EX ХХ, X, REIER E 的 洋 本 .对 任何 自然 


Ж, tiS 5 为 样本 的 了 ИЕ, Ета, ЖАВ а y X. 
во. XY зийан r B? аз, ео EADE ma 
эе, 


一 232 一 


1.3 一 些 统计 量 的 分 布 


在 实际 问题 中 ， 用 正 态 随 机 变量 刻 划 的 随机 现象 是 比较 
普 记 的 ,因此 正 态 样本 统计 量 在 数理 统计 中 占有 重要 的 地 位 . 
下 而 我 们 讨论 几 个 重要 的 正 态 祥 本 统计 量 的 分 布 . 

定理 1 XN, 1), 1-1, 2, =, пу, М 


п? Sx,- 
是 自由 度 为 m-1 的 P 8, Хе Ң(0, 1), 并 且 ap НХ 
X. 
ПЕ] 出线 性 代数 知 ,存在 第 一 行为 (大 Z) 
п REZAR C- (0). Ф 


Үү= 


= >, 
Yi=caRit" doa X, 4=2, B, +, n, 
дў ўуз, =, Г.В, 
每 一 个 都 是 标准 正 态 随机 变量 ， 又 
пЗу, Ух 

=ġri-ri-ġyr: 
是 1 个 独立 标准 正夫 随机 变量 的 平方 和 ЎШ те 
маа). X- =, иш х-л (o, 2). 因为 地 
REY, e, У.а. Хеу. Дат, 
аы, 1 
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推论 1 хуз (а, 07), 2-1, 2, +, 独立 , 则 
Ух» 
з Аа), 


X< N( 中), 并且 957 йз, 


ПЕ] $F- ШУУ (0, 1), 4-1, 2, ум, 


= = ч» 2 у 
5 X-sY+a ви. Хм (а, Леви. з 

ERR Хи, Хы Xa Хы =з Хи, e 
Xm Br, Ху (а, o°), }=1, 2, =, n $=, Bons р, 
А 


ега 

X- EX, 

1х 

di BG Xo, 
ты l 


i=l, 2, р 
МХ, e, Х„ masl, тэ, 独立 ， 

DE) ат Хп А Ха, Xm, Xa RB СЪ, 
тай), (Ха, nas) =, СХ nay har. ВНЕ RALEN 
变量 的 定义 ， 对 任意 给 定 的 2р ЭЙ ац, ан зы, йз ез 
д, zp2， 有 
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P(X <a, ый нь Хоа, Па, +, 
X, Crp пав) 
P(E «ты, MÄLUD P (X,<zan, пай и)" 
x P(X, <an т<) 
=P(X,<xD P Gusi<na) Р(Ж»<зш)Р Оа)" 
хР(Х,<а)Р(ь ти). 1 
定理 2 ХМ, o), i=l, 2, n 独立 , 则 


EEN 

是 自由 度 为 m%- 工 的 上 变量 ， 其 中 s= \V 

DE) 由 推论 1 
о? ~N, 1). 
хе, р), 0909 
ВЕТ, wyn pad -a / BLER 
+ 变量 的 定义 ， 
X-a 


д-р. 1 А ` 
定理 8 X, X, +, Хы Yy Yo =, Уз, X~ 
М (а,а?), 1<і<т, Yim NG, 0°), 1<]<п, 令 


则 


ЖНЖ m+n—2 的 1 变量 ; 
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是 第 一 自由 度 为 四 -二 第 二 自由 度 为 % 一 1 的 下 变量 。 
【证 】 G) 由 推 沦 2, X, Y, ти, м2, X. 


тех 9), тең, 2, 


z ~x m—-1), mmn. 
所 以 
(®- У) - (а) 


+= 
m m 


“®(0, 1), 


ИП 
ТЛ ити) 


TEMY. WE + 变量 的 定义 


(X-Y)—(a—b) ре, 
ии (l Г). ЕТ / 
ит) “Уш 
J Jta- 
(тт), 
Gi) WEF 变量 的 定义 
n-i , ms ma / m 


m-i m o (m —1)/ ny 
~F(m-_l,n-D. 1 
习题 一 
1. HALA 
计算 梓 本 
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0.31, 0.26, 0.28, 0.33, 0.29, 0.32, 0.24,:0.25 
Востра, 


ФЗ yano В, нь 区 位， 


2 Cn 
МАТ 8 个 数据 中 部 这 去 5 
0.03, —0.02, 0, 0.05, 0. в, 0.04, —0.05, —0.04; 
ия DE. 


‚ $ a= i=l, B 


аъ, ЖШ 

Зина ив. 
3838 2 题 中 的 8 个 数据 部 乘 由 100, 再 用 上 面 等 式 计算 二 阶 中 心 ， 
ж. 


-Xp es Хы Yi ou Y, ЗА, Хуу Аа, 07), Y, = NO, 93), 
1<i jan Ф 


з 50-Х.) 
RE 
跟从 自由 这 为 w~ 工 的 二 分 布 . 
‚2 ENN, 99), Xu, Ха, о Xa JE E MRA EIB 
可 о-и | ~ lot 
名 


第 二 节 ”未 知 参 数 的 估计 


2.1 点 估计 


Ж Рл, 从 是 随机 变量 专 的 分 布 函数 ,0 是 未 知 参数 , 首 


先 考虑 6 是 实数 的 情况 .所 谓 对 6 的 点 估计 就 是 给 一 个 规则 ， 
按照 这 个 规则 , 只 疲 得 到 一 个 祥 本 的 观察 值 m. za, Za 就 
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能 够 给 8 一 个 确定 的 估计 信 . 例如 9 БЕ, 用 祥 本 的 平均 值 
作为 8 的 估计 和 值 就 是 给 了 一 个 规则 ,按照 这 个 规则 ， 当 我 们 
得 到 样本 

1.2, 1.0, 1.2, 0.8, 0.9, 1.1, 1.0 
时 ,就 用 


== 7 (1.2+1.0+1.2+0.8+0.9--1.1--1.0) =1.08 


ОМИ. 给 一 个 规则 ,实际 上 就 是 给 了 一 个 定义 在 样 
本 空间 上 的 遂 数 ， 这 个 函数 当然 不 能 依赖 于 未 知 参数 凡 所 

以 这 个 函数 就 是 在 第 一 节 定义 的 统计 量 ， 为 了 强调 将 用 这 样 
的 函数 对 未 知 参数 作 估计， 有 时 称 统计 量 为 估计 量 。 用 来 对 
ООН Е 和 (下 1,…, 互 )， 对 一 个 取 定 的 禅 本 的 
观察 什 zu, o, An XIRRI Обаа, +, а) ШО ШИЙ, 

推广 到 未 知 参数 96 (0, …， 0.) 是 7 维 实 向 量 的 情况 ， 
或 更 一 般 地 考虑 被 估计 的 参数 是 0 的 省 数 
IO) = n e DD e On e BA 
的 情况 ,所 谓 对 9(6 的 点 信 计 就 是 确定 MAE 
ФОХ, Ху, i=l, на, 

Au 5, X) = (Q (Ху, в, X... ф (Ху, 5, Хх) 
mi gC9) 的 估计 基 ， 当 我 们 得 到 样本 oa， …, а, 后 ,就 用 对 应 
的 gz ++, а) 作为 9(g) 的 信 计 值 . 

工 、 确 定 估计 晶 的 方法 

这 里 介绍 两 个 常用 的 方法 . 

(D) ж 

设 Ху, Xa, X, EIER i 的 样本 .用 短 法 确定 信 


нн, аА r W а Е БЕ 
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的 估计 景 ,用 样本 第 的 函数 В (а, еее, пн) 作为 相应 的 未 知 参 
数 hCEBE,…， FE") 的 估计 时 .例如 用 算法 确定 的 DE= БЕ? 


СЕР ПИШЕ a-d- (X-X), нв 
поо ві, а 25 РЕ, NUR AG, 55, in) ЕМИЕ ШИШИ, 


жо, =, an) С> (Её, o, 加"). 所 以 当 样本 容量 比 
较 大 时 ,用 算法 确定 的 估计 量 一 般 依 概 率 收 敛 手 被 估计 参数 . 

2) хый 

先 结合 下 面 的 例子 来 说 明 ， 

ЖЕ, 1D，9E( 一 co, 十 co) ERWA, Xu ==, 
互 , 是 二 的 样本 , 它 的 联合 概率 分 布 密度 是 


Lles а, о 0 (У Ө 
АН#— m, за, >, oo WD) 35 0 ННВ L RKR 
6 值 ， 竺 易 看 出 ， 当 0- 5- L Уан, 


Lr, 8a, бм O) = (ZY: ЗГА ө-ю+е-ө] 
到 极 大 值 ， 我 们 就 用 X HX o ИШИ. 

用 总 作 为 8 的 估计 量 是 这 样 想 的 : 对 指定 的 R 
Llen e, ен 0) Уш, …， а, 的 函数 ， 可 以 表示 随机 样本 取 
ап, … as 值 的 相对 可 能 竹 大 小 ， 当 然 , УЖИН, М 
аз, бе, zs 值 的 相对 可 能 性 大 小 有 所 不 同 , 有 的 大 一 些 , 有 的 
小 一 些 ， 但 是 , 基于 上 述 息 法 , 当 我 们 已 经 得 到 样本 的 观察 什 
аң, е, 2, 要 回答 9 是 什么 信 时 ， 我 们 有 理由 认为 是 使 取 
аң, б, zs 的 相对 可 能 性 最 大 的 8， 当然 , 这 是 一 个 仆 素 的 想 
法 ， 可 以 证 明 用 这 种 方法 确定 的 佑 计量 在 一 定 条 件 下 有 一 些 
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好 的 性 质 , 例如 它 依 概 率 收敛 于 被 估计 的 参数 
一 般 ， 若 是 连续 型 隐 机 变量 ， 有 概率 分 布 密度 
р 0), OEO, PR Xa o, ХИН 
Іа 及 -Eee +, в D= pe 8, (9 
视 为 6 шж, BARAR RR, 
# £ EPRE, 有 分 布 列 
р 6), а=, i=l, 2, ең OEO, 
НХ, Xa e, Xa 8354891 
Щ 9) = Blen 5, зн 0) =F ples 0), 
m =a, lh=1, 2, =, i=l, 2, +, n, (4) 
йз ойк, ЖЕКИ UR Ba 3k. 
若 存在 函数 Cab …， zw) 使 
Llan +, ав ба, 5, тй) = sup Less 1, aw б) 


对 几乎 一 切 (zi, z, <=, а) 成立， 即 有 一 N 使 上 式 对 一 切 
(а, е, D € Ñ йу, 其 中 МИ РАСХ, …, XD EN] 
二 0, OEO, WR ÊX n = ХО WR ADAY R, 
1} Z<N(a, 03), #— (a, >) € (о, +оо) x (0, 
+оо) =0 ВЖ, RR О 的 极 大 似 然 估计 量 ， 
解 ， 的 样本 X. X, =, Xa DURERE 


(аз a, в?) = (zo) о. Зе, 
A Lla а, o2) % (а, с?) ИЖ. 因为 全 LCw; а, o?) 与 
Јах а, о?) 在 相同 的 点 上 取得 极 值 ， 所 以 可 以 求 使 nCz; 
а, с?) Кі (а, он. 
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Lo а, o) = — m (2a) - 5 80°) 


_ 1 S ga? ° 
т 6 
ka 1 č- —, 
= 5100) 9 00) -gr 209-0" 


一 二 Go 


20" 
Ê mtl а, 8-96, о 
解 方程 组 (5) 得 
а=, 0-1 Уай, © 


因为 
(一 了 了 а, 0°) 


n п] гт тз? 
一 [全 me Чыр (09) оя 


区 Go 
т è т т? n з „үз 
а-я or 


所 以 
In Llr 8, Po, зар m Іа а, 0), 
д) -(Х, д #— (a, oy ü КН, 
[2] EEO, ЛЕВА, 9>0 是 未 知 参数 , ИЖ 
8 的 极 大 似 然 估计 重 . 
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Я. EA Xi Ху, --, ОЖ 
+, 28 0< minde}, лах (а) <0, 


Lar, t, Za 0) = | 
0, 其 它 情况 . 


(7) 
Ë N= (0, +оо) хх (0, +00), WE Р.Х, ==, Xa) 
€N]=0, 0<0< +оо, ЖЕ (аа, т, е, А), Ш 
Тв, +е, ta Жен, H (7) 91, Ө ХЕ max {a} 处 取 极 


КЕ. ИШ 
B(X,, 5, Ху—=шах{Х} 


是 9 的 极 天 似 然 估计 量 . 
CERET TTT 


ple #) ==", —оо<®<1 +оо, 
0€ (十 co， 十 ce) 是 未 知 参数 , АЖ 0 的 极 大 似 然 估 计量 。 
Ж. EE Xay +. X, ВОК Е 


La Де, 


In Lia 0) = —ina- a|, 


任何 使 Хе, 08 8 ӨВ (о ORK. Ж, zs, + 

® WANKER zay <" ао, Ш n=2k+1 BF, Физ 
в Ха ӨВ, ань 是 9 的 极 大 似 然 人 计量 ， 当 = 名 
Bf, Ссс, %x+w] 上 的 任何 值 都 使 Blat | 极 小 .所 以 , Хону 


是 8 的 一 个 极 大 似 然 估计 量 . 
[ 例 和 ”从 菜 一 个 湖 里 提出 1000 ва, 分 别 涂 上 红 点 后 
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放 回 。 隔 了 一 段 时 间 以 后 ， 再 所 出 1000 尾 鱼 ， 发 现 其 中 有 
100 尾 涂 有 红 点 ， 试 根据 这 些 情 况 估计 潮 里 鱼 的 总 数 m 

Я. 用 二 表示 第 二 次 捉 出 的 1000 尾 鱼 中 涂 有 红 点 鱼 的 
АЖ, M НЯ 


СОС 


(а) = ото k=O, 1, 2, ++, 1000, 
А 


现在 二 已 经 取 了 一 个 容量 为 工 的 样本 ж =100, 我 们 将 根据 
这 个 样本 求 ” 的 极 大 似 然 估 计 . 


由 于 
Pal) ОбС / CiO io 
pQ D 009 / оч 


— Cuan CH _ (m —1000) (m— 1000) 
CR Cm 2000+1% 
— (n —2000)m+1000000 
Cm 2000ут + mk 
当 mk<1000000 i, руб) /рьбта —1) 21, p,(m) Ж 
大 而 不 减少 | 当 и > 1000000 8}, px(m)/pv(m—1)<1, 
9x(m) 随 着 名 增 大 而 碱 小 ,所 以 当 避 为 不 超过 1000000/E 的 最 
大 整数 时 , pn) ARK. ЖИ 6100, 所 以 % 的 极 大 似 
然 估 计 值 为 10000. 
2. 鉴定 估计 量 好 坏 的 准则 
前 面 我 们 给 出 了 两 个 确定 佑 计量 的 方法 但 是 从 估计 量 
只 是 样本 空间 到 参数 空间 的 一 个 对 应 规则 来 看 ， 对 未 知 参数 
的 估计 量 是 没有 大 多 限制 的 。 你 可 以 这 样 估计 (采用 这 样 的 
对 记 规 则 )， 他 可 以 那样 估计 (采用 那 祥 的 对 应 规则 )， 例如 ， 
ATEH O= ЕЕ, 可 以 用 估计 量 


б +, XDE RN, 
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ВХ, +, Xa) = (max {XI -min (00/2, 


也 可 以 用 &(Х\, +, Х,) 0, 
在 这 些 估计 站 中 , 人 们 会 党 得 采用 饭 ô LRA ĝi 
因为 用 б 作为 0 的 信 计 基 就 是 不 管 的 数学 期 望 0 是 什么 ， 
都 用 0 作为 9 的 估计 值 ， 而 丝毫 不 考虑 样本 提供 的 关于 8 的 
信息 ， 但 是 用 所 ж б, 作为 乡 的 估计 量 又 好 在 什么 地 方 呢 ? 
对 这 个 问题 可 能 也 很 难 一 下 子 回答 清楚 ， 实 际 上 人 们 在 使 用 
茶 一 估计 二 时 ,脑子 里 会 有 这样 的 或 那样 的 , 明确 的 或 不 十 分 
明确 的 “好 ”的 标准 ， 这 里 有 必要 列 出 一 些 常用 的 标准 , 以 便 
用 它 对 各 种 信 计 量 的 优 馈 点 作出 鉴定 和 选择 . 

(D) х 

ЗАЗ ЯХ), e, ХО 9(b) 的 无 偏 估计 量 ， 如 
МЕНЕ 有 БОХ, +, Х,) = KOR ВОХ, >, 
X.) -9(8)] =0. 这 里 Bo 表示 了 的 分 布 律 中 的 参数 是 8 时 ， 
5 的 数学 期 望 ， 为 了 书写 简便 ,今后 有 了 时 也 用 LIRE 20. 

对 这 个 准则 可 以 这 样 理解 ， 设 9(9) 是 一 维 参 数 , 估计 量 
30, …， 工 ) 是 一 个 随机 变量 ,而 9(O) 是 一 个 确定 的 数 ( 虽 
然 我 们 不 知道 它 的 值 ) , 当 得 到 样本 的 观察 值 各,"…, zw。 后 ,用 
фб, =, ze) 作为 gC9) 的 估计 值 时 ， 在 一 般 情 况 下 会 有 一 个 
偏差 (wi …， m) —0(#) (虽然 我 们 不 知道 它 是 多 少 )， 这 个 
偏差 可 能 是 正 的 ， 可 能 是 负 的 。 象 这 样 对 g(9) 的 一 次 估计 
中 出 现 一 个 偏差 是 不 足 为 奇 的 。 但 是 如 果 用 入 计量 8 多 次 对 
9(8) 进行 估计 , 而 偏差 的 平均 值 不 为 0, 例如 大 于 0, 这 就 表 
明 总 的 来 看 , 或 做 为 一 种 信 计 方法 , H 0 Yt 9(9) 是 平均 仿 
高 的 ; 相反 的 , 如果 偏 差 的 平均 值 小 于 0, 则 表明 做 为 一 种 佑 
计 方法 ,用 六 估计 9(6) 是 平均 偏 低 的 ,要求 舍 计量 是 无 偏 的 ， 
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就 是 要 求 它 作 为 一 种 估计 方法 既 不 偏 高 ， 也 不 偏 低 
[915] ЕЖА FO 0), 未 知 参数 9 是 6 的 数学 
期 望 ， 试 问 用 样本 X; e, 下 的 平均 什 于 作为 9 的 估计 量 
是 不 是 无 偏 估计 量 ? 
№. 由 样本 的 定义 , 对, 和 上 有 相同 的 分 布 ,因而 
ЕХ =Её=@, j=l, 2, =, m 
又 


ИШТЕЕ КО 
®,Х-в{5. 2) х)- вх 1.260, 


Я X R 0 的 无 偏 估计 量 . 
【 例 6] ЕЖА РО а, o), ЖА а, o? 2} 
别 是 上 的 数学 期 望 与 方差 试问 用 样本 的 二 阶 中 心算 


CX 
n isl 
作为 oa 的 估计 量 ,是 不 是 无 偏 估 计量 * 
Ж. Х.Х. …， 玉 ,独立 ,每 一 个 X, 与 有 相同 的 分 
布 ,因而 
ВХү-а‚ DX,=0°, 4=1,2,-=, n. 
x 1 LJ ц 
Bu, TAAI 
=1 Bam DIX a) HE —ay] 
Тв. (Z,—a*— в] 
= вока аву] 
= оа? -аХ) -0*- DX, 
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жы охе 5 x)- 


ие 50, Ханое әл ә, 
НИЙ RETER E. BELAN ЖЩ 
— чыва 


Е 


= 一 
= 2 3° zr G —Х}#-о%, 


жая tH Жолу донна, 许 多数 理 统 
Hea BOX — ARRONE. 
ИТ) ESN (о, 05), eo? 是 未 知 参数 ， 上 例证 明了 
ТРЕНИЕ Я 
Jere r Boa x 
是 不 是 o 的 无 偏 信 计 量 ? 
Ro Xy: 
m 2 Riy n—1 ü жи, 
в XO Xy: -| ° =. 
N= ЕТ /nL 
3 r( 2 ) 
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Уз r ЖЖ о 的 无 信 售 计量， 

@) 有 有效 性 

一 个 未 知 参数 0 的 无 篇 居 计量 有 时 不 只 一 个 .在 例 $ 中 ， 
如 困 m>1 В a 就 是 9 的 另 一 个 无 偏 佑 计量 ,更 一 般 
№, Ен er о, …, co RE оо tel, 
Зах НЕО лике, MR DE 存在 , 我 们 还 可 以 比 


较 这 些 无 偏 佑 计 基 的 方差 以 进一步 比较 这 些 估计 量 的 优 劣 . 
例如 


DX= а D£<Dt= DX, 


说 明 用 X 和 X, 估计 4 虽然 都 既 不 偏 高 也 不 偏 低 ; B 8) X 
作为 8 的 估计 基 得 到 的 估计 值 ， 总 的 看 更 接近 于 0. 从 这 个 
ЖИ Б, ПАН X WL X, 作为 8 的 鸽 计量， 
TBF X t X, 有 效 ， 

Ж ВОХ, 5 Х,), f (Xi, +, Xn) Я 90) 
киш 

Dg Dg;, 

жй д ф ЖЖ. 

【 例 8】 所 有 分 布 函数 F (e, 9), 0= E£ 是 未 知 参 数 , DE 


存在 , Xu Xa =, X, ШК. аба Э Мах, 
Ма, Дра, co о ЕТАЖ ат 
PANT 
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(Зах. босхо -$)о0=0($\а)-9 
R. Мех. & 0 ХЕЕЕ, X 
(Зах) - (S) D> (a) D£ 
зней), 
BD шей о (o= н, 
(8) 最 小 均 方 误差 
EME 4 中 曾经 看 到 ， 以 无 偏 性 作为 鉴别 估计 最 好 坏 的 


标准 ,用 了 汪 作 为 DE 的 全 计量 比 四 好 ， 但 是 ,如果 用 另 
外 的 标准 衡量 , 也 不 一 定 。 在 选 定 一 个 参数 9(9) (8 h YF 38 
ФО, +, 2) 后 ,在 一 般 情况 下 , 估计 值 与 真正 的 9(9) 有 一 
АШ |$, …, э)—0(Ф|. 人 们 希望 估计 的 平均 偏差 能 
比较 小 , 因此 可 以 用 均 方 误差 如 [9(Xz …， Xa) -gO 
大 小 作为 衡量 估计 晤 好 坯 的 标准 . 

НЯ ¿NG оё), + ЗО X, (>Я 
ОНИ, 

Хо 

Е «кее и 


i 2 охури 
l сз -De u -1) окай 


- 04 


е 
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ж 1а, 20201 处 有 极 小 值 , 故 


31) ттт 


srahan] 


«5215 ў, -Хуз-е| 


«а хо]. 


这 个 例题 说 明 ， 如 果 用 EEX o, Хо) - g(0)] 的 大 
小 衡量 估计 基 的 好 坏 ， 有 时 DE 的 有 偏 估计 叫 比 无 全 估计 
— r. 当然 , 这 两 个 估计 

@ 一 致 性 

МАИ поэ оо 时， 如 果 信 计量 ОХ, е, Хук 
MRKA LPEE IO FREER g ORRIA 

хуя g(0) 的 弱 ( 强 ) 一致 全 计量 、 

用 一 致 性 衡量 售 计量 ， 一 个 好 的 信 计 姐 应 当 随 闭 样 本 容 
量 的 增 大 能 以 更 大 的 概率 取得 接近 于 被 估计 参数 的 值 ， 这 是 
一 个 很 自然 的 要 求 。 用 矩 法 得 到 前 许多 佑 计量 都 具有 这 种 性 
м. 


2.2 RASH 


在 2,1 中 我 们 讲 了 对 未 知 参 数 的 点 估计 问题 、 我 们 能 用 
一 个 统计 量 (是 随机 变量 ) 作 为 某 一 个 未 知 参数 (常量 ) 的 点 信 
计量 就 是 因为 这 个 统计 量 对 被 佑 计 的 参数 来 说 有 一 些 好 的 性 
质 ， 鲍 如 ,我 们 用 随机 变量 的 样本 平均 什 X 作为 Её 的 人 
计量 , 是 因为 至 对 Её 来 说 有 无 偏 狂 和 一 致 性 等 好 的 性 质 ， 
RE, X 取信 虽然 有 随机 性 , 但 总 的 米 看 , 用 它 估 计 Её ЖЖ 
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WE, 也 不 偏 低 ; ТЕШ, ЗААН ВО, 取 的 值 多 数 
靠近 B£, 当 实 际 问题 中 提出 要 了 解 等 于 什么 的 时 候 ， 我 
们 就 用 z 做 为 КЕ 的 合计 值 了 ， 但 是 在 使 用 点 佑 计时 ， 有 时 
也 感到 有 不 足 的 地 方 ,例如 我 们 只 是 大 体 上 知道 祥 本 容 琶 “ 
较 大 "时, X RIEUR ORE” EE, BERK KAE 
入 程度 , “多数 " 多 到 什么 程度 “靠近 ” 近 到 什么 程度 还 是 不 清 
楚 的 ， 下 面 要 讲 的 区 间 估 计 方 法 在 一 定 程度 上 弥补 了 这 个 不 
足以 下 用 Po 表示 参数 值 为 0 时 的 概率 、 

所 谓 对 未 知 参数 9(9) 做 区 问 估计 就 是 确定 两 个 统计 量 
ЛХ, Хь +з, Д), Хь, X), й 

Р(Х, +, Xd IO) «РСК, ++, ХВ, (8) 
0<8<1 ЖИЛА, MERAK, ЧИН 
ап, ш, те, № В, RIIETE gO) 在 下 面 区 间 内 

(Абаз, +, Za), Fal +, вы). {9) 
[ 例 10] ESN (a, 1), ВНЕ Ху, о, Xa ЖЯ 


жойи. ШТ Хе (а, E), дейи 8, pin B= 


0.95 后 ,就 有 > 
р{1Ж—“\<а )-0. 


l са 1.96-1- 


М Ми 
在 这 个 例 中 。 лох, XDF- L, 


或 Ps( 信 -1.96 )=0.95, 


(Хе, X.) X 
如 果 我 们 得 到 的 样本 是 
B.L, 5.1, 4.8, 5.0, 4.7, 5.0, 5.2, 5.1, 5.0, 
代入 (10) 得 
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ao) 


Дать е, аһ) -5-15 aaa, 
1.96 - 
Рб сз, аһ) бт 5.65, 
我 们 就 估计 а ЛЕСИ (4.35, 5.65). 
区 间 信 计 所 国 管 的 是 未 知 参 数 在 什么 范围 内 ， 而 不 是 未 
知 参数 等 于 什么 。 
例 10 中 信 计 4 在 区 间 (4.85, 5.65) 内 对 吗 ? 为 了 回答 这 
个 问题 ,我 们 男 过 头 来 理解 一 下 (8) 式 ， 
在 (8) 中 , g(9) 昌 是 未 知 的 ,但 是 是 一 个 确定 的 数 ， 样 本 
Xo 55, 站 是 随机 变量 ,因而 АО e Х.), f QX, >, 
三 中 也 是 随机 变 其， 以 fa Ja 为 左右 端点 可 以 构成 一 个 随机 
ЯКЕ. ВЯ, КИСА, fa) 就 定 下 来 了 ， 这 时 ， 
或 者 gC0) © (fx, Ја), Ж 000) (7, fx), 更 确切 地 说 ,区 
Слз, OREBE IO, REFE gO), 因而 
Обь =, Xa) 6909) <f,(X;, +, Xa), 
EIRE (Sa ЕЕ 90) 是 一 个 随机 事件 . (8) RER 
这 个 事件 的 概率 是 8, 至 于 这 个 事件 在 一 次 具体 试验 ( 取 一 个 
样本 的 观察 值 ) 中 是 否 出 现 , 我 们 就 不 知道 了 . 回 到 刚才 提出 
前 问题 ， 估 计 о 在 区 间 (4.35, 5.65) 内 对 不 对 , RE РЕК M 
(4.35, 5.65) Ж ЖЕ ЕТ a, 这 在 一 次 具体 的 估计 中 是 无 法 
知道 的 ， 但 是 ， 有 一 点 我 们 是 有 把 提 的 ， 这 就 是 入 计 4 在 
2-87 9121.067. ЯН Ж Ж 0.95, їл 
时 你 使 用 这 个 方法 对 估计 100 次 , 那么 大 体 上 有 95 次 左右 
估计 是 正确 的 , 虽然 你 并 不 知道 哪 一 次 是 正确 前 ， 特 别 ,用 署 
信 系 数 接近 于 工 的 区 间 估 计 方 法 ， 估 计 前 结果 几乎 就 是 正确 
的 。 
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TAL £=N(a, 03), а, a? 未知， 试用 样本 Xn …， 
X, Ар о, о? 做 区 间 估计 ,法 信 系数 到 L-a, 
从 例 10 知 ,最 重要 的 是 找到 一 个 类 似 于 М (Ж-а) 的 
仅仅 是 样本 及 未 知 参 数 的 函数 ,而且 它 的 分 布 是 已 知 的 . 
ATH o REREH RIEMEN 
6, 


由 第 一 节 定 理 2 知 , 它 服从 自由 度 为 4 一 1 的 分布, 故 可 以 
ята, fE 


Рт) 1-а 


РАХ-Ь 


sa сеу = = 1-а, 


жпйң(®-„—*—, Хе ео ИККИ. 


этэн аднай 
ka Àx 


тв? 
z а? Pu 


由 第 一 节 挫 论 工 知 , Ë BA BHEE n— 1 8 x? 分 布 , 故 可 以 
A 分 布 表 中 查 得 б, Bs 使 


POR: S<) =, Роа) =з 


CX 
миро <h) 1a, 


anman, Eia о? боса. 
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如 某 糖 厂 用 自动 打包 宙 装 糖 ， 每 包 重 量 服 从 正 态 分 布 
N(a, 03)。 某 日 开工 后 测 得 9 包 重 量 如 下 : 
99.8, 98.7, 100.5, 101.2, 98.8, 
99.7, 99.5, 102.1, 100.5, 
现在 使 用 这 9 888 М E ЖА] a ИКИ, E 8 # ЖОН 
0.95， 查 二 分 布 表 得 如 = 2.81. 
1.143 


2—4, = —99.978—2.81x— — =99.04, 
Am 一 МЕ 


= 5 1.148 
74-1, 5. 99.978+2.81x = 100.91, 
°з wm 一 + AS 


结论 ; 估计 a ТЕГЕН (99.04, 100.91) ўч. 

[#112] ~N (a, °), э МФ, с") 有 相同 的 方差 05， 
试用 二 的 样本 Хь o, Xm ПИЖ, =, Ya MIDER 
是 独立 的 ) 对 3 一 2 做 区 间 估 计 . 


W hO Хе, Хы У, Y, Ый, ХМ (о, 
=) тм “anam, 
P-EnN (o-a, ZZ), 
жо? 已 知 ,利用 函数 


可 以 对 5 一 “做 出 区 间 佑 计 ， 
Жо 未 知 , 则 由 第 一 节 定 理 8 А 


服从 自由 度 为 m+n—2 的 分布， РР #01-08, А 
— 253 一 


ЛА, E 
我 们 就 用 
(7- х. „т = Em \ 


РС >) а, 


Y-X+t, 


ТЕТЯ 
在 用 区 闻 估 计 方法 时 ， 有 一 个 成 荔枝 率 大 小 的 问题 及 信 
社 范 围 大 小 的 问题 人们 在 解 次 实际 问题 时 总 是 希望 估计 区 
范围 小 一 点 , 成 功 的 噬 率 大 一 点 。 但 是 在 匀 本 容量 一 定 的 和 
况 下 二 者 是 不 能 兼 得 的 。 
ЖЕЙ 19 中 , ЛЕЗА, ВО 
望 6=0.997, 由 于 
Z-a] 
rài ут <в)- 0.997, 
可 以 用 (站 -3 =, Zis l)i a MKR, 但 这 时 
инки N Gie, 比 原来 的 3.99- 二 хт. шей 


望 缩小 俏 计 区 间 的 长 度 ， иш(Х-—, X+) Ha 


KEKE, 这 时 估计 区 间 长 度 为 Z s T, tB tsi RW 
概率 只 有 и 

Ри <) 0.688, 
E 0.95 小 多 了 ， 如 果 希 望 估 计 成 功 的 概率 为 0.997， 又 希望 
估计 区 间 的 长 度 为 = ЯВ ЗВЕНЕ пф KRAK 
的 9 倍 ,这 时 
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р1Я=а <з) =0.997, 


1/ п. 

Гр 1 y 1 
p[X- L < <. )=0. 

( << 7=) 997. 


当然 , 在 实际 问题 中 取 容 量 太 大 的 样本 有 时 也 是 不 窑 易 的 ,其 
至 是 做 不 到 的 ， 因 此 在 解决 实际 问题 时 需要 权衡 各 方面 的 情 
%, 确定 合 适 的 多 和 8, 


уш 


1. 专 在 [0, 8] БЕ, 0<0< +оо, RA E ИЖ Xi, Xa en 
Х.Ж O кча. 

2. £ # [en 6] 上 均匀 分 布 ， 一 c <0i<0,< +, 试用 的 样本 
Xu Хө, 9), ЕВЕ. 

3. E RABA ВА, АЛЕНЕ K Xo Xa eu Xn 求人 
АКИЙ 


асв [9-1 ori] Бы, -=<#< +, 试用 二 的 样本 


Ху, Хь е, X, з O КИА. 
5. E 有 概率 分 布 密 室 


9, ңщб<т<1ї; 
0, RS, 
0<0< +, 试用 样本 Xi, Xo +, X, R 0 ВК, 
6. £ # [0, 0] ЕЕН, 0<0-с+ оо, WAE ER X;, Xa 
X, k ЕЁ, ОЕ tK D AIT, 
т. СЕК, 9] ЕВЕ, Xo vu X, 是 二 的 样本 ,证明 


FEL max {Xs 56 Xa} (R+) min {Xo =s X) 


ЯВ Ө LA AIRMN EAR, 
8. #7Е[#—а, 019] ТЕЗ fi, а>0 BA, Xy Xs vu Х,Ж4 


WE. аня 2 N, nas (XJ + min (х0) 都 是 9 МСН 


к =] 
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估计 , 并 比较 那 一 个 更 有 效 。 

9. б.а б а и 的 两 个 独立 的 无 偏 估计 ,DB 600,0, k E 
知 ， 试 找 出 党 数 Ki. he Ë ый рый 是 如 的 无 侦 估 计 , 并 县 在 所 有 
ВЕНЫ, 

10. Ма, от), >O kA ВЕ E 的 样本 Xe Xo = 
用 多 ~ 一 


ох. 


TET BOX НЫ os LARE НА Y, Ya =, 
1 


Y,, Ж @%= т o-r 估 汁 0?、 如 果 丁 个 样本 是 独 这 
的 ,试用 01, 62 НЕА 51, 62 Ay о? 的 无 偏 估计 . 
IL. £= N(a, 07), nN GO, ANET, тї, оз 未知 , БЛ ТЯ 
中 第 4 题 构 过 对 术 知 参数 ab 的 区 间 估计 方法 ， 若 的 样本 为 
5.1, 5.2, 5.7, 5.3, 5.3, 


的 样本 为 
2.1, 2.5, 2.6, 2.6, 2.2, 


RR ab 的 区 间 佑 计 . 置信 系数 取 0.95. 


第 三 节 假设 检验 


在 第 一 节 中 已 经 谈 到 ， 假 设 检验 是 根据 随机 变量 E МЕ 
Ж es, е, 徊 对 关于 专 分 布 的 一 个 统计 假设 总 做 出 获 受 或 
拒绝 前 判断。 这 和 估计 未 知 参 数 一 样 , 需要 给 出 一 个 规则 , 当 
我 们 得 到 一 个 样本 后 ,根据 这 个 规则 就 能 做 出 接受 Н 或 拒绝 
如 的 决定 ， 所 谓 给 出 一 个 规则 实际 上 就 是 确定 样本 空间 到 
只 包含 两 个 元 的 集合 {拒绝 , 接受 } 上 的 一 个 对 应 。 在 这 个 对 
应 下 , ЖОЖ РАБ 2 {НЕР ЕГ (ай, 55, 史 ) 对 应 着 “拒绝 ”, ЯА, 
当 得 到 样本 (zt, …, 的 ) 时 ， 就 拒绝 H, 如 果 样 本 空间 中 的 点 
Gi, on 友 ) 对 应 着 “接受 ,那么 , SARRE (at, …， ауы], 
就 接受 吾 ， 因 为 祥 本 空间 中 任何 一 点 ,不 对 应 着 "拒绝 "就 对 
应 着 接受” 所 以 , 只 要 把 对 应 于 “拒绝 ”的 点 明确 了 , 一 个 对 
应 规则 或 一 个 检验 方法 也 就 确定 了 ， 一 切 对 应 于 “ 失 绝 ”的 点 
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组 成 样本 空间 的 一 个 区 域 ,我们 将 称 这 个 区 域 为 判别 区 域 (或 
否定 域 .临界 域 ). 

现在 让 你 根据 的 样本 za, +=, а, 对 一 个 关于 分 布 的 
统计 假设 H 作 检验 , 如 果 把 判别 区 域 S 也 告诉 了 你 , 这 个 检 
验 你 就 会 做 了 。 当 取 了 一 个 样本 点 (zu s ы) 之 后 , 若 
(а, =" у € S 就 拒绝 Н, ЖИДЕ H. ИШЕ (о, 
1), ажей, Ж ЧОННЫН 9 的 样本 x1，…, zo 检验 统 
计 假设 E, а=1.5, 判别 区 域 取 

S= (ба, =, а) 12—1.5120.6} 

(选择 这 样 一 个 判别 区 域 的 想法 是 了 与 1.5 差别 太 大 时 应 当 
拒绝 H), 若 到 得 样本 

zo = (1.6, 2.0, 2.1, 1.7, 1.8, 1.8, 1.7, 2.0, 1.5), 
由 于 X=1.8, z€ 8, 按照 约定 的 规则 应 当 接受 Н. ВЕ 
一 步 沽 虑 的 问题 是 怎样 选取 判别 区 域 S， 能 不 能 存 样本 空间 
中 随便 网 一 个 区 域 做 判别 区 域 呢 ? 这 和 确定 未 知 参数 9(9) 的 
估计 量 时 遇 到 的 问题 一 样 ， 就 是 用 这 个 判别 区 域 确定 的 检验 
规则 或 答 验方 法 好 不 好 ?接着 的 问题 是 什么 叫好 ?怎样 选 出 一 
个 好 的 判别 区 域 , 即 怎样 确定 一 个 好 的 检验 方法 呢 ? 为 了 回答 
这 些 问题 , 我 们 先 看 一 看 按照 菜 一 个 判别 区 域 对 统计 假设 H 
做 检验 时 ,检验 的 效果 是 什么 . 


3.1 假设 检验 中 的 两 类 错误 


在 第 一 节 检验 产品 的 例 中 , £ 表示 生产 一 件 产品 中 的 废 
品 数 ， 它 的 分 布 列 中 含有 来 知 参 数 参数 空间 为 闭 区 间 
го, 刁 ， 我 们 关心 的 是 POO 对 不 对 ， 为 了 答 验 它 ,可 以 
提出 统计 假设 

H, p<0.01, 
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当 我 们 拒绝 Н, МЕН р> 0.01, {п 好 作为 零 假设 ， 
p>0.01 就 是 备 择 假设 , 用 天 表示， 所 谓 提 出 一 个 统计 假设 
检验 问题 就 是 提出 零 假设 和 各 择 假 设 ， 现 在 取 一 个 容重 为 
100 ЕЖ а, +, woo,， 也 就 是 抽验 100 件 产品 , 得 到 

„-{® HR E APRE y o 
Е А, 27” 

当 这 100 件 产品 中 废品 比 吏 多 时 ， 自 然 要 怀疑 零 俄 设 的 正确 
Ж, 所 以 可 以 指定 一 个 数 ,例如 就 是 2 НЕБА Заоа 
就 拒绝 零 候 设 , 否则 就 接受 零 假设 , 这 时 判别 区 域 就 是 

s-Íe, ae, E00) |ба}. 

现在 重申 一 下 ,在 给 了 判别 区 域 后 ,对 H 是 拒绝 还 是 接受 ,就 
看 样本 是 否 属于 S， 例 如 ,得 到 一 个 样本 , AR и, 由 
于 这 个 样本 属于 8， 我 们 的 结论 是 拒绝 零 候 设 ， 在 拒绝 零 候 
设 , 即 做 出 废品 率 超 过 0.01 这 样 的 判断 后 ,就 应 当 采 取 拱 施 
ВНЖ. 不 过 人 们 可 以 提出 疑问 , 废品 率真 的 超过 了 
0.01 ще 只 根据 抽验 的 100 件 产品 中 废品 数 大 于 2 就 做 轴 
p>0.01 的 判断 不 会 错 风 了 这 个 疑问 是 有 道理 的 ， 可 能 有 这 
样 的 情况 , 零 假设 Н К, 即 p<<0.01( 昌 然 我 们 不 知道 ), 但 因 
为 取样 是 随机 的 ， 在 抽验 的 100 忻 产 品 中 刚好 磁 上 较 多 的 刻 
品 ,例如 有 3 个 ,按照 检验 办 则 (我 们 只 能 按照 这 个 规则 ) 应当 
拒绝 H, 这 样 我 们 就 做 了 一 个 错误 的 判断 一 一 把 真 的 零 假设 
拒绝 了 。 象 这 样 的 错误 能 够 避免 吗 ?要 想 避 免 这 样 的 错误 , 除 
非 对 任何 祥 本 都 接受 零 假设 ( 即 8 是 空 集 )， 即 使 p>0.0 
{ 旬 然 我 们 不 知道 ) 也 接受 堆 腿 设 ， 认 为 p<0.01， 这 就 导致 
另 一 个 错误 的 判断 , 把 假 的 零 假设 接受 了 ， 我 们 将 称 拒绝 真 
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的 零 假设 的 错误 为 第 一 类 销 误 ， 称 接受 假 的 零 假设 的 错误 为 
第 二 类 错误 ， 为 了 避免 犯 第 一 类 错误 就 不 可 避免 地 要 犯 第 二 
类 错误 ,有 没有 可 能 选择 一 个 判别 区 域 使 两 类 错误 都 不 出 现 
电 ? 回 答 是 :只 要 用 抽样 检验 的 方法 ,不 论 怎样 选择 判别 区 域 ， 
总 是 要 犯错 误 的 、 粗 略 地 说 , 当 样 本 的 容 赴 给 定 后 ,判别 区 域 
越 “小 ”, 犯 第 一 类 错误 的 可 能 性 越 小 , 而 犯 第 二 类 销 误 的 可 能 
性 越 "大 ”; 反之 , 判别 区 域 越 “大 ”, 则 犯 第 一 类 错误 的 可 能 性 
越 * 大 ”, 犯 第 二 类 错误 的 可 能 性 越 “ 小 ”. 

一 般 的 , ИН АТИ (о, 0), 8 是 未 知 参 
数 ， 参 数 空间 为 @@， 关于 参数 0 的 假设 检验 问题 的 一 般 形式 
ж. 

H, 6€@x К, бЄӨ-Ө, 

GuE9 是 日 的 一 个 真 了 集 ， 在 确定 判别 区 域 8 及 得 到 样本 
== (ш, …， wn) 后 ,可 能 出 现下 面 四 种 情况 ， 

(0 6E6o «Е А; 接受 五. 

(2) 960, w€ S; 拒绝 五 ， 

(3) 060-0, x€ S, RI Н. 

(4) 060—9, z€ НА Я, 
G). GJ Bit, 判断 与 实际 一 致 ; (2)、(3) 则 不 一 致 ， 情 况 
ож H K, BEANA, 出 现 第 一 类 错误 ; 情况 公 ) 是 五 不 
K, 但 被 接受 , 出现 第 二 类 错误 ， 第 一 类 错误 只 在 H 真 时 才 
有 有 可 能 出 现 ,而 出 现 与 否 取决 于 z ЛА Т S, 所 以 
P(XES), Es 
0 #єӨ—Өө, 


Р, ( 犯 第 一 类 错误 ) = 


第 二 类 错误 只 在 H 木 真 时 才 有 可 能 出现 , М ЖИПЧЕ ТЕ 
是 否 不 属于 总 所 以 
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0 0EGu 
р, -xea [O 
‚@я-жиз) [ras 9Е0-6%. 


特别 , 当 & 有 概率 分 布 密度 рїш; 全 时 ， 
[Јосе .p(n анал, 


8 PED, 
0, 660—9); 


了 。( 犯 第 一 类 错误 ) = 


Р, ОП ж) 
0, өєөк, 
реа #)---р(а н Ider dsn 96093, 
А 
5 £ ВИО ЛЕ НЕОН ЗЕРНО ЕЕК, 

前 面 已 经 分 析 过 , 在 用 样本 对 五 做 检验 时 , ЛЮ S E 
样 选 , 两 类 错误 都 想 避 免 是 不 可 能 的 ; 我 们 只 能 希望 选 的 S 使 
犯 两 类 错误 的 可 能 性 小 一 点 通常 采用 的 选择 人 的 原则 是 
使 犯 第 一 类 错误 的 概率 不 要 超过 给 定 的 数 a(0<a<1), М 
时 ,使 犯 第 二 类 错误 的 概率 尽 可 能 地 小 . a 通常 取 0.01, 0.05 
或 0.10, 叫 作 检验 的 信和 度 或 显著 性 水 平 ， 怎 样 根据 这 个 原则 
选择 总 将 在 3.2 Л, ЕК, ЖЕ ЛИЧИ. 

定义 ” 称 由 判别 区 域 S 确定 的 检验 方法 为 水 平 为 a (0< 
асл), MA 

Р.ХХЄ8)<а, 060, 

从 定义 知 ， 水 平 为 a 的 检验 方法 指 犯 第 一 类 错误 的 概率 
Жо 的 检验 方法 。 今后 把 “检验 方法 "简称 为 “检验 ”， 称 
由 判别 区 域 S 确定 的 检验 方法 为 "检验 S. 

定义 KEH a HERS A hE- LRZ, ШЖ 
对 任何 水 平 为 «的 检验 5S 有 

PaE S> Pal ES), 
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MELA, EIKE H a WEER, E S E A= i 
不 犯 第 一 类 错误 的 概率 最 大 . 

定义 ” 称 水 平 为 a 的 检验 5 在 日 -6B,。 上 一 臻 最 强 , ШЖ 
S E O-O 的 每 一 点 上 最 强 , 


3.2 一 致 最 强 检验 


考虑 一 个 简单 的 情况 . 设 &~ 入 (6, 1), RASA O HE 
间 8={1, 外 只 包含 两 个 点 ， 假 设 检验 问题 是 :9=1; 
K, 0-2. 现在 用 容量 为 1 的 样本 X 对 五 做 检验 , FEE 
间 就 是 实 直线 .给 定 a=0.05, 我 们 希望 解决 的 问题 是 在 实 
喜 线 上 选择 一 个 区 域 8, 使 得 

(1) 8 一 1 时 , 犯 第 一 类 错误 , 即 X € S 的 概率 

P(XEN) < 
(1) 9=2 时 , 犯 第 二 类 错误 , 即 X C S 的 概率 
Pa(XES)=1—P:(X E8) 

最 小 , 换 名 话说 是 使 


了 PP,(XE5) 最 大 . хал Кл) 
@5-1ңт NG. 


DANO, DHAR, в «у еса @ 
它们 分 别 叫 作曲 线 ( 了 D、 m sa 
(ID) 吧 ， 如 果 要 8 只 满足 ( 芒 ， 那 是 容易 做 到 的 ， 任何 一 个 
区 间 ， 例 如 图 5-1 Жо, 0], СЯН (Т) НОЯ 
梯形 的 面积 是 0.04, 因为 

РОХ € [а, 51) = 0.04-<0.05, 
所 以 Ia, Буба А С) 5, Ко, d а ИАА. 
ORS. R-AK, ЕДЕ СТ) ЕШ ЖЕЕП ВРЛИ 
积 不 超过 0.05, 都 是 满足 全 前 S. НЕ, 如 果 再 加 上 条 件 


G), REZAT, EER EAE ONS HAA 
P(X ES) GNR S ж—1 E BJ, P,(X € S) 81 S g R 
С ВЖЕ ВК 8. КНМ, 站 显然 不 
是 这 样 的 S, 因为 把 fw, 可 放大 为 [w 的 # PXE (а, 的) 
=0.05, P,(X € [a, 的 ) ЖЖ Pa(X € [a, 9) X, PARNI 
REER PX €8)- 0.05 05 hiki ë P,(X CS) 最 大 
№5. КИ Го, 07 是 不 是 这 样 的 S 昵 y 从 图 上 直观 地 看 ， 
PCX € [e, 四 ) 要 比 PXE [e 的 ) 大 得 多 。 КНБ, 四 是 
不 是 呢 ? 鲍 如 区 间 [c, d] 也 是 一 个 满足 他 的 8, P,(X € [er， 
DEREK PAXE fc, 四 ) 更 大 呢 f 这 只 车 在 图 上 看 就 不 
容易 看 出 来 了 不过， 有 -一 点 是 明确 的 ， 我 们 要 找 的 8 首先 
应 当 包 含 这 样 一 些 点 ， 在 这 些 点 上 曲线 (TT) 相 对 说 来 要 比 Ë 
线 (D“ 高 "得 多 ， 我 们 将 根据 这 个 想法 给 出 确定 满足 条 件 (D 
GDH 8 WYR. 
КЕШНИ A 3 38 38 2: Ж 45 ПК К gk(Noyman- 
Pearson) 基 本 引 理 的 特殊 情形 . 
定理 1 是 连续 型 随机 变量 , KAMERE pa 0), 9E 
9-9, 所， 对 俱 设 检验 问题 
Н, 0=0x К, 8=8, 
及 信 度 如果 有 一 个 实数 使 样 本 空间 中 的 区 域 
б ={(ал, +, ж) [plan 01) реа 91) 
> hp (er в) -ples б} @ 
йе P (CX, ++, XES) 
= fief ө) рда Вода, @ 
И SKEN а 的 最 强 检验 ， 
ПЕ] 由 (2),S 显然 是 水 平 为 “的 检验 , X (1) P k>, 
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BEMO H asl 3 0<а<1 ТМ. 设 人 是 任 一 水 平 为 4 的 
检验 , 即 
РЫС, ES 


=] pes Gp ваз баа, 
. 
如 果 能 够 证 明 


|| кан верба ааа, 


s 


>|. рз бурбоо #0, 
А 
S REKTA o 的 一 致 最 强 检 验 了 , 
令 La 6) = р(аз бран 0), i=0, 1, 
RE SHEL ESY E, Га ZELE б); Ж S'— S 
Е, LCa; В) <kL(z; б), AMA 
[ee вла |=] Lla; белее 
。 К 
= | [Шш Bader de [= [Дан бйз, 
s-s в 
>|. | Ва) de dz, 0 (ол була" das 
fpes fi e wan 


=f- Eke боба =] бо боба, 
А А 


>kla—a)=0, } 
定理 工 告诉 我 们 , 为 了 给 检验 问题 (五 , 五 ) 确 定 一 个 最 
强 检验 , ИЕ ТЕМЕ 用 它 确 定 判别 区 域 (四 . 
ПЯ é~N (a, o°), с?п, 现在 用 定理 I 的 方法 给 


检验 问题 
H, а=а K, а=а (ва) 


确定 一 个 最 强 检验 , 信 度 为 0.05. 
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在 六 个 例 中 
Lía а) = (ой) oxp] — э 56-а 
相当 于 (了 ) 的 5 是 
в-а, а)! (лоз) — 5 


ъло) з. == (ао) КТ (8) 
ХШ Ё ЖЕЙ ЛЕ], ПАН k БЛ ДЕ (2), 即 
Р(Х, зз, X.) € S) 

= fi- Jese Soxp{ ~ z Ха-а) ада, 

0.05. % 
从 号 的 表达 式 (2 看 ,大 =0 时 ,8 是 整个 气 维 空间 ，(4) 式 积 
分 为 1 随 着 连续 增 大 , 积分 连续 变 小 ， 有 可 能 找到 一 个 合 
适 的 万 使 (如 式 成 立 ， 但 是 ,按照 这 个 想法 去 确定 还 是 有 困 
Ж. 现在 注意 由 (号 出 的 的 另 一 个 表达 式 


S= [lan а) (06а)? 


eaa +} 
= ©, бу) орви] 


2001-4) 
-{@„ во в], © 
(2а паб) _ о 
其 中 ©( Эп (йау “)/ ро 
由 于 在 a= a 时 ,随机 变量 
= уо, 1), 
оу 
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—— aai 


вла, селио MRO AM 
Р, 5, IAES) в.в. 


=0.05, 
在 得 到 6 后 ,和 5 就 都 不 难得 到 了 ,对 Н 的 检验 也 就 可 以 
进行 了 ， 但 这 些 都 是 不 必要 的 , 因为 当 我 们 得 到 一 个 样本 点 


G, =, 4) 后 ， 由 (加 看 它 是 否 属于 5 可 以 用 (3 一 0) 77 


是 否 不 小 于 1.645 来 判别 。 总 之 , 按照 定理 1 得 到 的 检验 方 
法 是 , 在 得 到 样本 ал, …， zn) 后 , 先 计算 平均 值 z. 

车 ®>а-+-1.645о/ NT, 就 拒绝 Н, 

Ж 2<а-+1.64бо//», ЯН. 

例如 ，co= 二 =2, с=1, n=25 № а,-Е1.845о/л/ т 
= 二 .3329， 当 得 到 的 样本 平均 值 >>1.829 时 ,就 拒绝 Её = 1, 
否则 就 接受 Bil, 这 是 一 个 水 平 为 0.05 的 最 强 检验 . 

这 里 我 们 再 给 上 述 检验 方法 做 一 个 直观 的 解释 要 根据 
E RIPE оа, an 判断 ВЕ — УЖ, M E ЕЕ ATRE AE ao, 
位 中 的 一 个 . 由 于 a| <a, 在 * 太 大 时 更 有 理由 怀疑 BE 一 ao 
正确 ， 所 以 + 太 大 时 应 拒绝 Н, 这 就 容易 理解 判别 区 域 的 形 
RERS]. EF e 取 什 么 值 将 由 信和 度 “决定 . 

ЩІ аа, 判别 区 战 


з 一 
в-а, э, m) Be ютё—тп(а$—а) } 


m(ay— Go) 

-fe аа =} (6) 
м 

Z= 1.645, RREN 1 k 300035 EE 


车 zw 一 1.6457, 就 拒绝 H, 


ук 2.1. 645) 


落 E> 1.845 就 接受 H. 
即 z 太 小 时 拒绝 Н. 
当 攻 此 离散 型 随机 变 景 时 , 也 有 类 似 的 定理 ,证 明 方法 也 
是 类 似 的 ;下面 只 叙述 定理 的 内 容 而 不 青 重 复 定理 的 证 明了 ， 
定理 2 专 是 离散 型 随机 变量 , 有 分 布 列 pCa 6), 2—1, 
2, 0605 40, 内}、 半 假设 检验 问题 
H, 0% К; 0=0, 
及 信和 度 a 如果 有 一 个 实数 使 裕 本 空间 中 的 区 域 
S= {ian +, а) [раз O01) pla,; 61) 


2» Ерба #)-=р(аы в}, (7) 
满足 
Р(Х, 5, ХЕ) 
= „2з „РО Go) plani б) =a, 
MJ 8 是 水 平 为 5 的 最 强 检验 ， 


[12] 二 是 离散 型 随机 变量 , 有 分 布 列 
0 1 
(Go a} 

试 对 检验 问题 H, 0=0.5, К. 9=0.6 RKF Я 1/32 的 最 
强 检验 ， 样 本 答 基 为 5. 

解 ， 的 分 布 列 可 以 表示 为 

plas D=O, 1—0, vl 

相当 定理 2 rh BJ (7) 5 

S= {len =, а) |0.6 3" 0.6) (0.5) 

Е 

其 中 天 是 待定 的 ,必需 满足 
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2 = „> n 1.255% 
Р(Х, +, X) ES) Pa, [22 1290) 


_1 
=. (8) 
令 e= 111.257, 


EFH RN Зо 服从 参数 为 (5, 0. 辐 的 二 项 分 布 , 分 布 列 


为 : 
[01% 8 4 5 


| 1 5 30 105 1 
32 32 32 82 32 32 
取 。 为 (4 ВНЕ, ORERE. МТ, ER 
8] о 后 不 必 再 计算 不 了 ， 因 为 在 得 到 样本 点 (au 4) 后 ， 
看 它 是 否 属 子 人 可 以 用 Èa ДА а ЖЯ, SUIR 
的 检验 是 

жахі 就 拒绝 Н; 

# asa, RREH, 
(直观 地 理解 是 交大 大 时 拒绝 H.) 

从 例题 1, 2 可 以 看 到 ,对 这 种 简单 的 假设 检验 问题 ， 利 
用 定理 1.2 有 可 能 找到 具有 一 定 显著 水 平 的 最 强 检验 ЖЕ 
的 是 定理 中 的 条 件 ， “如果 有 一 个 实数 大 使 …" 必 须 满足 ， 将 
MJ, 如 例 2 中 的 为 0.05, 则 取 (4 本 中 任何 值 为。 确定 的 
S 有 

Poal (Xa =, X) E8) = 5704, 

Жо 把 六 扩大 一 点 ,就 有 
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Pa (GE, =, ХЕ 0.65, 


满足 定理 条 件 的 五 不 存在 了 。 在 理论 上 为 了 解决 这 样 的 问题 
考虑 了 "随机 化 检验 "， 在 解决 实际 问题 时 ， 如 果 碰 到 这 种 情 
况 不 妨 把 a 改变 一 下 ,如 便 2 就 不 要 用 0.05, 而 用 0.08 


以 上 我 们 讨论 的 假设 检验 癌 题 中 零 假设 H. 9EGu Ө, 
中 只 会 有 一 个 点 ， 苗 择 假设 K. 060-0, 9-0 中 也 只 会 
有 一 个 点 的 情况 ， 称 只 含有 一 个 点 的 假设 为 药 单 仆 设 ,否则 
为 是 合 角 设 ， 零 假 没 和 苦 择 假设 都 是 简单 的 ， 这 在 实际 问题 
中 是 很 少见 的 ， 菜 个 产品 的 度 品 率 一 般 不 会 只 有 丽 个 信 : 不 
E n EE p. НЯНИ 
ИЕНЕН R t БЫ Bikin aii 
验 问题 
(8) < (а, o， 已 知 ， 考 虚假 设 检验 问题 
H. @=а K, @>аа, 
REFEREAM, ARER K, aE (co，-+ co) 是 复合 的 . 
在 给 定 信 谨 “及 样本 容量 ”后 ， 为 了 统 这 个 假设 检验 问题 找 
一 个 好 的 检验 方法 , 先 任 取 >o, 考虑 检验 问题 
Н, =g К’, сеа, 
由 例 知 ， 检 验 问题 (及 ，K”) 的 水 平 为 4 的 量 强 检验 的 判别 
区 域 为 
СЕ 9) 
ой Pa (Xn +, ХОЗ) чаи. ЖЖ, MES 是 
检验 问题 (到, 人) 的 任 一 水 平 为 a 的 检验 , 则 有 
Р(Х, 5, XOES) PPal (Fs, X) 689. (10) 
注意 ,8 和 о, ВИНЕ, 因而 (10) 式 对 一 切 ar (a, 十 co) 


成 立 ， 所 以 ， 以 号 为 判别 区 域 的 检验 也 是 检验 问题 (五 , K) 
的 水 平 为 a 的 一 致 最 强 检验 . 
[#14] £= N(a, o), саж. 考虑 假 设 检验 问题 
Н; ача, К, >m, 
ао ERRERA. ХЕЙ ДНИ a 及 样本 容量 二 后 , 先 看 检 
验 问题 
H’, а=; К, a>, 


由 例 3 知 判别 区 域 (9) 对 应 的 检验 是 检验 IB) BI CH”, Ку К 
平 为 a 的 一 致 最 强 检验 ， 下面 证 明 这 个 检验 也 是 检验 问题 
(五, 下) 的 水 平 为 4 的 一 致 最 强 检 验 ， 首 先 对 于 任何 ача, 


Р(Х, +, X) E8) = (ее) 


Х— %—@ 

РР 

«РД i>e) = а, 
ЗШ ЕНН «В, LES 是 水 平 为 a 
的 另 一 个 检验 ,如 

Р.((Хь +, X. EF) Eo, аи, 

特别 P (QX, =, X) ES) <a, 
АНЕ о>, 由 例 3 知 (10) 成 立 ， 所 以 人 是 检验 问题 (再 ， 
КЖ о 的 一 臻 最 强 检验 ， 

[M] БАГИ Е ЖЕН E ESN (a, 
0.042). HERR D ВЕНЕ, PIN 1.41, Но 
不 大 于 1.40 RET ЧИШ «= 0.05, 

Ж. асло BR, НЕ 

H. а<1.40, К, а>1.40. 
我 们 已 经 得 到 一 个 容量 为 25 ЮЖН +, вы), АВ 
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均值 31. 人， 由 僻 题 4 知 ,检验 问题 ( 玉 , 下 ) 的 最 强 检验 的 
判别 区 域 为 ` 
-d : т—1.40 
S hlen ао ал) 

cH P. (ОХ, +, X. E58) = 0.05 ш, AESA E, 
0 一 1.645， 因 为 

1.41—1.40 

0.04//25 
应 当 接 受 H, 即 a<1.40 可 信 ， 

例 3, 例 4 说 明 对 有 些 零 假设 或 备 择 假 设 是 复合 的 检验 
问题 ,也 有 可 能 找到 具有 给 定 水 平 的 一 臻 最 强 检验 ， 一 般 的 ， 
对 任何 检验 问题 是 不 是 都 能 找到 给 定 水 平 的 一 致 最 强 检验 
呢 ? 下 面 的 例题 回答 了 这 个 问题 . 

[#16] 2-0 (0, 1), Жа-0.05, 考 虚假 设 检验 问题 

H, а=0; К, a=~—1 或 1 

为 简单 起 见 , 用 容量 为 的 样本 a ЛКН, 下) 检验 .由 
例题 1 知 ， 水 平 为 0.05 ДЕ о = 点 最 强 的 检验 判别 区 域 为 
(1.645, +00), 可 以 证 明 这 样 的 判别 区 域 是 唯一 的 ， 所 以 检 
вн (Н, К) 如 果 有 一 个 一 至 最 强 检验 , 判别 区 域 只 能 是 
1.645, +оо), Н а= 一 点 不 是 最 强 的 ， 因 为 水 平 
为 0.05 在 a= 一 点 最 强 的 唯一 检验 判别 区 域 是 (一 02， 
1.645], 所 以 检验 问题 (Н, К) 的 水 平 为 0.05 的 一 致 最 
强 恰 验 是 不 存在 的 . 

一 个 检验 问题 的 一 致 最 强 检验 不 存在 ， 是 指 在 一 切 水 平 
为 & 的 检验 中 不 存在 一 个 最 好 的 (确切 地 说 是 一 臻 最 强 的 ). 
对 这 种 情况 的 处 理 办 法 是 把 要 求 降低 一 点 .在 水 平 为 “前 检 
验 集合 中 不 存在 最 好 的 ， 我 们 就 到 它 的 某 一 个 子 集中 找 一 个 
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=1.25<1.645, 


最 好 的 ， 这 个 子 集中 的 检验 是 符合 另外 一 些 附加 条 件 的 水 平 
为 的 检验 ， 当 然 , 选 子 集 或 给 检验 附加 条 件 应 当 是 “合理 ” 
的 ,要 求 检 验 有 无 偏 性 就 是 常用 的 一 个 附加 条 件 ， 


3.3 хаёи 


定义 对 假设 检验 问题 H. 060, K. 6€ 6 一 Bo, RA 
别 区 域 对 应 的 检验 为 水 平 为 a 的 无 偏 答 验 , 如果 
(DD) Pet 55, z.) ES) <а, 0€ Bo 
(2) Pol (а, +, в) Е S а, 669—0, 
条 件 (1 要 求 检验 的 水 平 为 这 不 是 新 的 要 求 . 条 件 
(2) 要 求 不 犯 第 二 类 错误 的 概率 不 小 于 a, 也 就 是 要 求 在 零 假 
设 不 真 时 ,拒绝 零 假 设 的 概率 比 零 假设 真 时 , 拒绝 零 假设 的 概 
率 “ 大 ”， 这 是 一 个 新 的 要 求 , 应 当 说 ,这 个 要 求 是 合理 的 
ЖЕЎ] 6 中 取 判别 区 域 
BS=(—o0, —1.96) U (1.96, +) = [e]]z]>1.96J, 
由 于 1.96 
ВЖЕ) 
=0.05, 


-L96 зе 
РХ.Є8)- f ° x= е2 da 


+ 人 de- Da 


б2-18 
了 da 


> 
> 


I ао 0 
уне 4020.05, 


м, Р..0Х.Є5у2-0.05, BrDL D S 为 判别 区 域 对 应 的 检 
验 是 水 平 为 0.05 ИЛИЯ. 


1.2 


узт = 


в аш 
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Ж, E ESN (a oo? 已 知 ,出 对 检验 问题 
Н; a=% К; атоо 
来 说 ,判别 区 域 
в e, | в-а) 


对 应 的 检验 (直观 的 理解 是 总 一 co| 太 大 时 拒绝 吾 ) 是 水 平 为 
SHERRE. HH n EPER AR, и, 满足 


用 正 态 分 布 央 中 可 以 求 出 ， 可 以 证 明 , 这 个 无 偏 检验 还 是 一 
致 最 强 的 , 即 如 果 还 有 一 个 水 平 为 “的 无 偏 检 验 57, Лі 
Р.Х, 5, XH ES SPR +з, ХЕ), азо, 

【 例 7】 ВЯ EE ЖИ F ЖЕЙ t £ 
№(4.55, 0.1087). 现在 测 了 后 炉 铁 水 , 其 含 碳 量 分 别 为 
4.28, 4.40, 4.42, 4.35, 4.37, 如 果 方 差 没 有 改变 , 试问 
Её 有 无 变化 ? 

解 ， 需 要 检验 的 是 BE 一 4.55 ДЖИН. 我 们 考虑 假设 
检验 问题 


Н. ЕЁ-4.55 К, Еёт4.55, 
我 们 已 经 得 到 了 一 个 容量 为 5 的 样本 zi zs, s, zs т, 如 信 
度 a 取 0.06, 那么 判别 区 域 


| 15—4.55} 
对 应 的 检验 是 水 平 为 0.05 的 一 致 最 强 无 偏 检验 ， 查 正 态 分 


BR, пав =1.96， 由 于 
š 
з= 1-х (4.28--4.40+4.42--4.3544.37) = 4.364, 
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124.551 14.364 一 4.851 
1.087475 1.08/45 — 
应 当 拒绝 H, 认为 ЕЕ 有 变化 、 
下 面 介绍 儿 个 常用 的 ， 关 于 正 态 分 布 参数 检验 问题 的 检 
验方 法 ,我 们 将 说 明 它 们 前 最 优 性 质 而 不 给 证 明 ， 
(1) 和 No o?), o° ЖА, ЖЮ БИШ 
H, ааз K, aza, an 
ao 是 指定 的 数 . I 
在 3.2 44, 我 们 讨论 过 已 知 的 情况 ， 那 时 判别 区 
域 取 


=3.85> 1.96, 


уа а® 
Do KAP диал, MEM a M, sta 


Panos T >e) =o 
决定 , 从 正六 分 布 表 可 以 查 到 .对 0? 未 知 的 情况 仍旧 应 当 在 
z-o ЖК Н, 只 是 用 判别 区 域 (12) 时 ,由 于 о ЖЖ, 
ЖЕЙ Ж (ш, ст, ss) 后 ,无 法 判别 它 是 否 属 于 S. mA: 
让 (12) 中 的 o? 由 它 的 估计 值 
TT plf 


(ma 一 外? 
来 代替 ,得 
[len = m | 3-0 amie}, аз) 


жашил, о {їн 
Ро) а 
RE, ЕВ отан, 9 АРНЕ ВИ 
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РС B щш 
AaLi t йж. МЫ ЖЕЕГИНЕ е, 
И a< 
Pa [2 Хи = aiae) Panl Ха Ja ii>oj-a 
павука нв арй «йе. и 
иеш зк наа ЮВ. 
@ £=YG, оё), PRA ЖЕНИШ 


Н, аро К; a<ao (14) 
жама а-в ХАН н. ВОНИ Не 
[es a елате, a9 
он Ро. ут) 


RE a ЕЕ. 出 于 осо 时, 2—9 /n—1 Вн 
Эрт EAA, o 机 以 从 + 分 布 天 查 到 ,可 以 证 明 ; (15) 36 
应 的 检验 是 答 验 问题 (1 人 的 水 平 为 @ 的 一 臻 最 强 无 信 检 验 ， 
(8) EN (e, s), ажи, ЖЕНИ 
H, >o, К, о?<оў, 《16) 
其 中 咯 是 指定 的 正 数 . 
ИЖЕ Вал, ИЯ, WRO 比较 大 ， 
пе а) вен, ВИ, т? КАМНЕ H. 
ЖЕ а И, ОЧ 
[е уе <l, an 


e Ñ awl gg 0) -@ 
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BOE. Ш o=o} 时， атте 1 的 如 分 布 


《第 一 节 推论 1)，e 可 以 从 ЗВ, 
由 于 对 任何 020, 
т^ <е)-о, 


Ро «ор 


所 以 (17) 对 应 的 检验 是 一 致 检验 问题 (16) 的 水 平 为 a 的 检 
验 ， 还 可 以 证 明 , 这 个 检验 是 最 强 无 全 检验 . 
(4) £= N (a, oP), а 未知, 检验 问题 
H. о?<о?, К, o>o? 
的 水 平 为 & H — EIR TE A О р Е 
[жобу 
në КАЕН Н, 6 由 
Paol 2 >е)-а 


WE. TUEN, 这 个 检验 还 是 一 致 最 强 的 。 


3.4 似 然 比 检验 法 


这 是 一 个 构造 检验 的 方法 ， 设 有 概率 分 布 密度 p(w 
б) (或 分 布 列 p(as 04-1, 2,…), ЕВ, Xoor, Xa e EH 
一 个 样本 ， 考 虑 检验 问题 F. 066,36, К, 058 一 Bo， 在 
2.1 УЖИНА (в, 555, э 9)。 对 每 一 个 样 
ЖУЙ Lle, +, аы OADM O HER EEEO 上 有 极 大 
49, ИРАКЕ N Llen …, сы Өз), эй Бш 81): 类 似 
的 , 记 工 (vw се, эь В) Ө ERA S Las +, aa Ө), 
R LÊ), № 
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Llan ou бо) 
Llen >, ан Ө) 
是 (zu …， gr) 的 丽 数 而 不 依赖 子 未 知 参数 0, WE Ааа, +, 
bo)， 称 其 为 检验 问题 ( 豆 , КУИН. НЯ 
<, +, wa би) < ть +=, za Ө), 
0<X(v1*… zo) 所 0, 所谓 似 然 出 检验 法 就 是 取 判 别 区 域 为 
Ñ = (au (ze 0) ер 
的 检验 方法 ,常数 c 由 
зар Pel(Xy, e, XD ES) Ka 


确定 , 0<a<1 是 给 定 的 信 度 . 
当 Ө= 0, б), б = {Po} P, MRE 
Ма, a) = — (eu ===, za б) 


max L (ai, с, ta 6) 
01 


1, 34 Каң, 0, 2a Oo) (а, Фа б} 
| баз, се, Dui Ва) 
С Ба, =, аа 01)” 
H Гал, =", ша Өз) Elen +, Ga б), 
HT 0<0<1, 只 可 能 有 0<e<1, 
y| 1ш tris Bm б) 
“1 СС с, а б) 


= [а т), ==, ва ®) 


ав) 


8=|@ь т, <e} 


>L Llon ‚вв 89}, 
o h Pollen +”, za) € S) =о дЕ, KA 3.2 egg 1.2 yta 
果 一 样 , 在 这 个 意义 上 可 以 把 似 然 比 检验 看 作用 定理 工 . 确 
定 检验 方法 的 一 种 自然 推广 似 然 比 检验 的 直观 想法 是 : 当 


ЭЖ Ыш, се, ж} ©) 0 (т, с, Z) ШИИ ЖО 0, 
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жк Ен. (11) 的 分 子 和 分 母 接近 ,所 以 当 似 然 比 太 小 时 拒 
下 面 我 们 对 有 关 正 态 分 布 参数 的 一 些 假设 检验 问题 求 出 
BRER. 
1, i 检验 ; 检验 均值 是 否 是 指定 的 值 
~N (a, о%), RISA Ol, oP) B: — HE EJ Et, 参数 空 
BJ@=((a, os) | —ce<a<-Feo, 0*>0}. УВЕ М 
EH. а=су К, asao, WH ©,={(а, о?) la=ao, а*>0}. 
为 了 用 似 然 比 方法 确定 检验 , HARAR h MA 


Tle б)= воз Soxp{ -yty Убив] 
# ЖӨ EE Da, 60) Ж Lla Ө). 
8358084818 ЖЕНЯ 
Lo бо уе, 
名 (om 一 oo) 
又 在 3.1 例 工 中 已 证 明 ,在 @ 上 使 二 (zy УКИ a, сЗЯ 
#5, Киву, 所 以 


Lla; Ô) = оа) : 
ШКЕ 


ба Ө) Г ү 
пз ї 
q 


= —— 
абан)? |° 
LE | 
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对 于 0<o<l, 存在 te>0， 


1 2 
59 {аа о, m) Sc) = ИРИ < 
м-ә) 


s 


[Ezan], 


为 了 确定 e 使 

Sup Ра, Q (Xy +, X.) 0) ө, 
RERE ЫЕ ` 

sp Pao (и рые ) -= 
或 sup pa (el vaita) =a, 


«Вила EE н Tason, ЖИНИ 
Терге 8 + 2538 ( 见 第 一 节 定 再 
D, Æ t ARTE a 确定 下 来 ， 最 后 得 到 的 水 平 为 a 的 


а 
w ETU Vn iei 时 ,拒绝 H, 
dol 


Nn 一 1<fo 时 ,接受 上 H, 


fe -E р. 是 自由 度 为 一 1 的 分布 
tayia g, 

(MS) TAASTEN, 每 包 重 量 服从 正 
态 分 布 , 工作 正常 时 本 一 100 厅 ， 桨 日 开工 后 测 得 9 038 
г, 


© 即 呈 Te а.) А, е, а) о}, 
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99.8, 98.7, 100.5, 101.2, 98.8, 
99.7, 99.5, 102.1, 100.5, 
试问 这 一 天 打包 机 的 工作 是 否 正常 ?信和 度 取 0.05, 

Ж. ESN (a, o”), EPLI MIER, I a=100 是 
жн. 这 个 问题 可 以 作为 检验 问题 来 处 理 、 考虑 检验 问题 
H. a 100; K, g 关 100， 现 在 已 经 得 到 了 一 个 容量 为 9 的 
样本 ,用 上 检验 法 ; 


2--2,099.8--98.7--.+100.5) -99.978， 


#= SL (99.8—99.078)24.-—- + (100.5—99.978)*] 
= 1.806, 
в = 1.148, 


£ z TT- 一 0.054， 


ЖЕЛАЯ, tos = 2.31, 由 于 


应 当 接受 Н, 即 认为 打包 抽 工 作 正常， 

2 .+ 检验 : 检验 两 均值 是 否 相等 

£= N(e, o), 10 (b, o°), а, b, 0 是 未 知 参数 .6 
的 样本 Х, e, Xa n ДЕ ЖҮ, e Ps 独 立 ， 考 处 假 
设 检验 问题 H. a=b; К. ab, ЖЕ 

Ө={(а, b, o); –оо<а, 0< +оо, о®;>0}, 


%= {(а, b, о?) а, —ос<а< eo, >O}, 
ЧАТЕ а 
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ут” 


L(e, y; a, b, a°) = (2mo? 


ха 0 0 o 


= (2x0?) -全 op- 1 


[m n 
эр| төт ns, 


жи(#—а)#+и(@—)°]}, 


1 ал 
其 中 2-2 019 yog AY 
1% 1+ ~ 
2.1 уч си ga L ҹу D 
i Уба), а 010020), 


为 了 使 用 似 然 比 方法 , ARLE, y Ө) Le, у, Ө). 
在 日 上 , 当 


二 一 Ра 1 ОК 
ат, Oy, а= 0° = — —(nsi-- nas 
‚= m+n К “д 


m, Lle, ууа, b, 0”) 达 到 极 大 , 这 是 因为 
ln L(z, y; z, y, 8%) —1n Lle, y; а, b, с?) 


-[- mtn n зи _ ф-т ] 
2 тт 2 


m+n = тя п} 
一 


т(т—)? 


йи Le nee (в) e V. 
同样 , 可 以 验证 ,在 Ө, 上 , 当 
талу 


a=b=ĝ= 
min 
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Èe- dyi 


сз 
тт 
1 N -n 
5а (ва паў пап 8-9") 
Ву, L(e, у а, b, o9) 达 到 极 大 ,所 以 
一 нав. 
LG, 的 =- 一 一 тт“ , 
° (а) | а (2—35)? 
似 然 比 ntn 
xz ю= mikn i 
msy nsy 二 元 (一 的 2 
| 1 тып 
= я А 
m+n— 
-~ i 1 
р p- EDn) 


(ms tn Cm +n 2)" 
对 任何 0<e<1, FE 1,20, 
S= QG WH- Б =} 
1+ : 
m+ —2 
= {Pata} = {lt >}, 
为 了 确定 6 使 五 AR PAX, Y) <e) =o, a 是 给 定 的 信 
BE, REME to EH RRN P (t>) =a. ВЕН 


ЕНДА ити 20:9, Вислы 
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可 以 确定 如， 最 后 得 到 的 检验 是 
R > 如 时 ,拒绝 五 | 下 < 如 时 ,接受 H. 
Јо 08000-5, в „(0 НИЕ m+n 89 t 
Ване 
[йэ] ЖЕН Аа Ж 
各 下 


处 理 前 ，0.19, 0.18, 0.21, 0.80, 0.66, 
9.42, 0.08, 0.12, 0.30, 0.27, 
АН, 0.15, 0.18, 0.00, 0.07, 0.24, 0.24, 
0.19 0.04, 0.08, 0.20, 0.19, 
假定 处 理 前 后 含 脂 率 都 服从 正 态 分 布 , 并 且 方 差 不 变 , 试问 处 
理 前 后 分 布 的 均值 有 没有 差异 , {Н БЕЗИ 0.05, 
М. НЕ 9 分 别 表示 处 理 前 后 的 含 脂 府 ,5 一 六 Go o), 
я (0, oo， 本 例 的 问题 是 c，8 是 否 相 等 ， 作 为 检验 问题 
ЖЖ, ЕН, a=b; K. 天 56， 现在 已 经 得 到 容量 分 别 为 
т= 10 п 1 ЖЖ МУ, 


= (0.19+40.18+...+0.27) х-у=0-28, 


p= (0,13+0.18+ +0.12) х-Д-=0.188, 


ms = (0.19—0.278)2+ (0.18—0.278)2 
++ (0.27 —0.278} = 0.258, 

ns (0.15—0.188)2- (0.13— 0.188)? 
-++ (0.12— 0.183)" = 0.064, 

0.273—0.188 


—- 2.48, 


# ЛЕСА ШИЯ 19). 2.09, НТ0[=2.4622.09, 
应 当 拒绝 Н, АЛЕ ЕЛИ ЕЕ Т. 
3. ?2 检验 检验 方差 是 否 是 指定 的 什 
£= N(a, o), а, 0’ 未知 。 考 虚 检 验 问题 
Н, 0?==a$; К, оо 00 是 指定 的 数 . 
R 9={(а, 02): 一 ceo<e< 十 co >h 8ь = {(а, оў)| 
—оо<а<--оо}. ВИЖ Ха, +, X, МИКА 


Lla; а, a°) +- (220?) epf- 50% Зав, 
£ 


Іа Ó) = ТА < z zA 
PAC 


L m= 


E E 
L(a; a, o”) 


сира be-d- G=), 
BDE а=® 处, Li a, PEIRA, 


Б, Êo) ~ Фо 7 Зов ых (z 27]. 
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REAO 的 时 函数 可 以 看 到 ,在 [0, п] 上 %(y) ЖЖ, 在 
Га, 十 oc) 上 RCy) ИЖ, ЛЕ у= п Ж КУ) Вт. И 
此 对 任何 0<e<1, 有 常数 61、 Ca, 
S=) (2) <} = {ye) <o, & уфы. 
ВЕН а, 为 了 确定 ДЕЯ о, ЕН 真 时 
мох ох» 
Р\ = < м 45 cl - а, 


% o 


(ух 
ЯН ҢЫ, ar- 服从 自由 度 为 n 一 1 的 22 分 布 ， 


习惯 上 用 查 х 分 布 表 的 方法 确定 cu cs 使 
+ а 
Гв |” pa, две, 


pa, (2) 是 自由 度 为 mn 一 1 的 22 分布 的 分 布 密度 。 

最 后 得 到 的 检验 方法 是 当 

Sasi)? 
r 一 < 

时 接受 Н, ЛИНЕ Н. 

{#110} 已 知 维尼 给 纤 度 在 正常 条 件 下 服从 正 态 分 机 
Ма 405, 0.048), Ж НИ 5 Ж#Н, 测 得 其 纤 度 为 1.32， 
1.55, 1.36, 1.40, 1.44， 间 这 一 天 分 布 方差 是 否 正常 ? 信和 度 
JR 0.05, 

ж. ЛЕНЕ, €= (а, о). ЖИВ 
验 的 统计 假设 是 Н, 02=0.0187 B у RER 


#=@.3241.5541.364-1.4041.44) ха, 
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ea (1.32—1.414)2-- (1.55—1.414)” 


++ (4.441.414) = 0.0811, 


Ж jhi (Ë iH E H 4)са<511.67, н Y 13.52-11.67, № 
当 拒绝 假设 . 

4,， 媚 检 验 :检验 丽 个 方差 是 否 相 等 

~N (a, ой), т М, 03), a, b, ої. саж 8. 
的 样本 Xa s Xm in REE Ya, e, У, МУ. 考 % 
验 问题 万 ; i= А К, cito} 这 里 

Ө={(а, b, ой, 03) | –ос<а, b< +оо, сї 0, of>0}, 


9,= (e, h, 03, о) | – оо <a, b< +00; офа 0), 
样本 的 似 然 函 数 


L(a, и а, b, оф, o) = (2л) 7008 (ор! 
хе È (ri 一 四 一 523 =, 
在 3.8, 2 中 已 诈 明 


А тах + ogo o omin 
Lie, m бо а) (A) етт, 


用 同样 的 方法 可 以 验证 在 日 上 一元 5-5 01-4, gmit 
1 ах, Эти 

Lle, у Ó) я) О бр ет. 
пж 
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AG, y À И б\_ (many 2 (тау (па) 


Lie, y: 9) mini течи 


其 中 Жж, у) - к= Gm) 
HEM OCL, 存在 人 1 Ca 
S= {Ale у) җе} - Га, WE 或 f(e, зе}. 

给 定 信 和 度 0<a 达 1， 为 确定 6 使 五 真 时 POG, уу)<е) =a, 
А ЙЕ с, 63 使 五 真 时 

Р(Х, У) <: эй f(X, Y)2es) =а, 
НН ИН СХ, 了) 服从 第 一 自由 度 为 % 一 1, 第 二 自由 
度 为 % 一 1 前卫 分 布 ,习惯 上 取 cr cs 使 

Го dor pe) 


Peon (НН ml, 第 二 自由 上 度 为 % 一 1 的 也 
АНАТ Е, А F ЖИ ШЫЖЕ с, Cs， 最 后 得 到 的 
检验 方法 是 : 当 
(mm 一 了 
п"зу/ (®—1) 

时 ,接受 Н, 否则 拒绝 H. 

[11] RE RERE, 某 日 从 两 窗 各 取 机 制 红 夸 
若干 估 , 测 得 抗 折 强 度 如 下 ; (单位 公斤 ) 

кїўї, 20.51, 25.56, 20.18, 37.27, 36.26, 25.97, 

24.62, 
74. 82.58, 26.66, 25.64, 33.00, 34.87, 31.03, 
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如 果 抗 折 强 度 的 分 布 近似 于 正 态 分 布 ， 试 间 两 窗 砖 抗 折 
强度 的 方差 有 无 显著 差异 , 信和 度 了 到 0.10. 

R DUBE ;表示 甲 、 乙 窗 砖 的 抗 折 强 度 , 6 (о, 
оў), nN (b, оз), 要 检验 的 统计 假设 是 瑟 , с=с, ВЕ 
检验 法 

ms 8, 
т, == 46.7128; 
2 
n=6, ег =13.6280, 
mai (m— ‚712 
fie, ри - 46.7123 343, 
查 刁 分 布 表 (0.05)( 第 一 自由 度 N, 为 6, 第 二 自由 度 Л 
5)сь= 4.95, НТ 3.48 <, 应 当 接受 Н, 即 认为 两 窜 砖 搞 
折 强 度 的 方差 没有 差异 、 

Ж ”由 于 五 分 布 表 只 能 查 某 些 信和 度 a 对 应 的 cs 值 ,所 以 
算出 ms/ (m DM nay O DRE, RAO, УЕ 
КИЕТ. 

关于 正 态 分 布 参数 的 假设 检验 问题 还 可 以 提出 一 些 ， 这 
里 就 不 一 一 叙述 了 ， 我 们 把 常用 的 一 些 检验 方法 列 成 表 ( 表 
5-1)， 以 便于 使 用. 

上 面 我 们 用 比较 多 的 篇 幅 介 绍 了 有 关 正 态 分 布 参数 的 候 
设 检验 问题 及 检验 方法 ， 这 是 因为 在 工农 业 生产 和 科学 试验 
r, 许多 随机 现象 是 用 正 态 随机 变量 来 刻 划 的 , 因而 人 们 对 正 
态 随机 变量 的 研究 也 就 比较 多 .这 里 最 重要 的 是 推导 出 了 许 
多 和 正 态 随机 变量 有 关 的 统计 基 的 分 布 . 正 是 因为 知道 了 这 
些 分 布 ,我 们 才 有 可 能 对 给 定 的 , 有 关 正 态 分 布 参数 的 假设 检 
验 问题 ,确定 出 适当 的 判别 区 域 . 

然而 在 实际 问题 中 也 常常 会 过 到 不 是 正 态 随 机 变量 的 情 
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ом NE U= 


Ma < 38 “ts 
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назе РНК 


айызы ‘ваза 


we 


td 


БА) 


м 


况 , 甚至 随机 变量 的 分 布 是 未 知 的 .。 这 时 和 这 个 随机 变量 有 
关 的 统计 最 ,如 样本 平均 值 的 精确 分 布 也 是 未 知 的 , 我 们 无 法 
根据 统计 量 的 精确 分 布 对 菜 一 假设 检验 问题 确定 适当 的 判别 
区 域 ， 但 是 当 样 本 容量 无 限 增 大 时 , 有 时 某 些 统计 量 的 极限 
分 布 是 知道 的 ， 这 时 我 们 有 可 能 利用 容量 比较 大 的 样本 对 一 
些 假设 检验 问题 找到 适当 的 判别 区 域 ， 


3.5 大 样本 假设 检验 
І. 是 一 个 随机 变量 , 05-06 БАр, НЕ 的 分 布 不 知 
道 .设想 & 取 一 个 容量 为 可 数 无 穷 的 样本 X, Ху. 


这 是 一 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， шыш в, 对 
任何 实数 z 有 


1 л 
TDX Её „ т 
lim ees CM). f Та, (19) 


a Oo Nu «т 


ЩЕ ПУТЯМИ, х-1 5х 的 精确 分 布 也 是 未 知 的 , 但 
是 当 % 比较 大 时 ， 从 (19) 知 X 的 分 布 接近 于 СЕЕ, обуп), 
利用 这 一 点 有 可 能 对 术 知 参数 БЕ 的 某 些 假设 检验 问题 确定 
适当 的 判别 区 域 ， 例 如 在 3.2 例 4 中 Eve oa， 对 假设 
检验 问题 Н, а<оо, К, ага 确定 的 判别 区 域 是 

s= fian 5, ам) 1 Веро], 《20) 
ен Pa) =a 确定 ， 那 时 使 用 了 一 个 结论 : a= aÚ АН, 


ў 


9000,1), - (21) 
Go Уп 

RUE ESN (ш, 0 有 时 是 对 的 ， 的 分 布 未 知 时 ， 昌 然 不 能 保 
шах. ндан, T MAN o 


=a ERREF NO, 1) 还 是 对 的 ， 因 此 仍 可 以 用 (20) 作 判 
别 区 域 、 如 已 知 某 种 化 学 纤维 强力 上 的 方差 为 1.19"， 希望 
检验 统计 假设 H. Её<6.9, КОЛИН п УИ, Я 
得 平均 值 5=-6.35， 在 (20) 中 ， 当 w=0.05 时 ，c=1.645. R 
为 


6.85—6.2 ,1.27<1.645, 

1.19, 100 

应 当 接 受 H. жинип РЕ эжи, 因为 样本 容量 
比较 大 , TAHRA bæt E SaD. 


2. 对 多 项 分 布 的 X° 检验 法 
Е, фа, 77, Eua 服从 参数 为 (nm р, Pa с p.) h 


алин (уа к>, 1,2, Em +, Ё) 
35671 
P(E 
„RRENEN Ihon Q Enen Ew ИЛЕ 
В, ЖМЕМ z 
ма РСЯ НИР г) fi „фа, C) 


mas Ч юр 
其 中 pa. (四 是 自由 度 为 "一 1 的 六 分 布 的 分 布 密度 . 
利用 这 个 结果 可 以 对 统计 假设 


o 让 天 见 浊 已 大 字 编 < 洁 率 论 > 第 二 岂 第 一 分 类 \ 人 民 教 育 击 版 社 ,1979)。 


— 294 — 


Н, рей, i=l, 2, vor (23) 
做 检验 ， 0-0 kun Wm Y= 二 基本 想法 是 ， 如 果 


Н 真 ,在 一 般 情况 下 各, 应 当 和 пр? 比较 接近 ,统计 量 


л (Ён np? Я 
Ў я (24) 


应 当 了 到 比较 小 的 值 ， 如 果 (2 人 如 取 值 大 大 就 拒绝 H, 但 这 又 可 
能 犯 第 一 类 钳 误 ， 我 们 只 能 选 一 个 合适 的 判别 区 域 使 犯 第 一 
类 错误 的 概率 不 太 大 .给 定 信和 度 &, 因为 在 ?比较 大 、 五 真 
时 (24) 的 分 布 接近 于 自由 度 为 "一 1 的 x” 分布, 在 在 常数 
使 
全 э, аео, 
就 取 
ве, = ‚ расо (25) 

为 送别 区 域 . 

СИ 12】 规定 硬币 的 某 一 个 面 为 “正面 ~， 为 了 检验 某 
一 个 硬币 的 两 个 面 是 否 对 称 ， 将 硬币 投 抑 了 100 次 ， 结 果 有 
53 次 正面 向 上 , 47 次 正面 向 下 ， 试 问 从 这 个 试验 结果 能 否 
定 该 硬币 的 对 称 性 吗 ? 

解 ， 用 Sa, ба 分 别 表示 对 硬币 投掷 汪 次 后 正面 身上、 问 
下 的 次 数 , 则 En 服从 参数 为 (mn; Pi) 的 二 项 分 布 令 pa=1~ 


po 硬币 两 个 面 对 称 , W р 一 ps 二， 所 以 可 以 把 检验 硬币 的 
两 个 和 是 否 对 称 的 问题 看 成 检验 统计 假设 H, ра, p= 
寺 的 问题 ， 现 在 4 一 100, ках, 5 H ЩЫ 

арр? 1 6 


пру 
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的 分 布 拨 近 于 自由 度 为 1 的 22 SO. HO Ho 30.05, Ж 
加 分 布 表 得 c~3.84， 实际 观察 到 的 64 58, ERAT, B 
为 
1үг lu 
53—100х5 {47—100х-- 
G х3) К ха) -0.86<3.84， 


100х > 0х 


ЩЕ Н, 水 能 否定 该 硬币 的 对 称 性 ， 

[Я 18] 记 联 表 中 的 独立 性 检验 . 

设 4、 恕 是 一 个 随机 试验 中 的 两 个 随机 事件 ， 如 果 证 你 
想 个 办 法 检验 这 两 个 事件 是 不 是 独立 的 , 你 怎么 做 ?在 第 一 章 
中 我 们 曾 定义 过 什么 叫 事 件 A. B 独立 , 并且 证 明了 事件 A. 
如 独立 的 充分 必要 条 件 是 了 (4B)~ 了 (4)PLB8)， 如 果 你 能 
知道 卫 (4), P(B), РАВ, 那 只 要 看 一 看 了 (4)P(B) 
和 PCA4B) 是 不 是 相等 就 行 了 ， 但 是 在 一 些 实际 问题 中 这 三 
个 事件 的 概 浆 常 常 是 不 知道 的 。 

直面 我 们 把 这 个 问题 做 为 一 个 假设 检验 问题 来 解决 ， 在 
这 个 随机 试验 中 , 事件 АВ, АВ, АН, АВ EKIRI p 
出 现 一 个 且 只 出 现 一 个 ， 用 рав, рап, pas pan Ж бав, бав, 
Са», Em 分 别 表示 事件 АВ, АВ, АВ, АЁ 的 概率 及 在 % 次 
独立 试验 中 出 现 的 次 数 ， 则 4g, бан, Сав 服从 参数 为 (ms 
рав, рав, a9) 的 多 项 分 布 ,希望 检验 的 统计 假设 六 

H, рав= РСА)Р(В), тв=Р(АуР(Ё), 
Фав= Р(А)Р(В), рв=Р(А)Р(В), (26) 

这 个 零 假设 形式 上 和 和 (238) 是 一 样 的, 但 是 有 差别 ， 在 (28) 中 
o EDAH WECH E PPB), PAP), 
都 是 未 知 的 ， 相 应 的 (24) 式 变 为 


[ав-пР(А)Р(ВУй | [er —aP(A)P(B)13 


пРСА)Р(В) у пР(АУР(Ву 
‚ бзв-®Р(АУР(В)1*# | [Ea -nP CAD P (By) 
пР(А)Р(В) | =®Р(А)РВ) ’ 


(27) 
МУ PA), РОВ) ж Йй, 无 法 用 (27) 确 定 检验 H 的 判别 
ER. BETHE”, WMR P(O, РОВ) 分 别 用 色 次 试验 
ФА, BERRAR, В лев) о RE P (A), 用 
(East Éan)/n КА P(B), Щ H Я, п 比较 大 财 ,(27) 的 分 布 
DREFT 2 分布 ， 只 是 自由 度 不 再 是 8 而 是 1 (从 3 中 减 去 
被 估计 参数 的 个 数 2)。 这 样 在 给 定 信 度 后, 仍 可 以 确定 6 
得 到 形 如 (25) 的 判别 区 域 . 

如 为 了 研究 患 慢性 气管 炎 与 吸烟 有 没有 关系 ,调查 了 
8891-50 岁 以 上 的 人 ,其 中 吸烟 丽 且 患 病 的 有 43 Л, 吸烟 但 
未 患 病 的 有 162 Л. IRE: 

表 5-2 
КТҮҮ 
е 
18 


56 


ЖЖ ER, зна 205 人 中 有 08. —21% WARR, ПИЕ 


吸烟 的 184 人 中 有 25. =9.7% ЛЕ. 这 些 统计 数字 


能 说 明 患 病 的 百分比 大 与 吸烟 有 关系 蚂 ” 为 了 回答 这 个 问题 
需要 检验 事件 4 (被 调查 的 人 吸烟 ) 与 事件 BB (被 调查 的 人 串 


六 ИН. ARRP «АННЕ воук» 90.5, ЖЕНЯ, 
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病 ) 是 否 独立 ， 首 先 提出 零 假设 H, 事件 4, 独立， 由 于 
"一 399 比较 大 ， 可 以 使 用 统计 量 (27)， 了 信 度 ~0.01, 查 
РАЗ ИНЕТ o= 6.04. 其 次 计算 (27). ША 
BARAR B RE РСА), MJ B M AR HDR КЕ 
РВ, в 


(48—205 х 56/389)? (162—205 х 288/839)° 
205 х 56; 359 205 х 293/839 
018—181 х567889)° , (121—134 x 283/339)? 
134x 56/889 j 134% 288/389 
《人 8 一 中 .86)3 | (162—171.14)* 
33.86 ІЯ 
83222.19? | (121—11.86)? 
22.14 111.86 
=7.47>6.64, 


ЖЕ Н, 认为 4, ВЖ. 

上 述 检验 两 个 事件 是 否 独立 的 方法 杞 以 推广 到 检验 两 组 
事件 是 否 独 立 ， 在 一 个 随机 试验 中 , 设 事件 А, Аг, A fg 
每 次 试验 中 必 出 现 一 个 且 仅 出 现 一 个 ， 事 件 В, Ва, B, E 
每 次 试验 中 也 是 必 出 现 一 个 且 仅 出 现 一 个 ， 考 虑 统计 假设 

H, Р(АВ,) ~ Р(А)Р(В)), 
4=1, 2, es р j=l, 2, 7,88, 
假设 在 nw 次 重复 试验 中 ， 事 件 AB НЯ п К, 1—1, 2,0, 
r; j=1, 2,…, 8, W 
ЖА, 出 现 的 次 数 
КУ i=l, 2, =, f 


事件 B, 出 现 的 次 数 
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: 
к-т fb 2, esas, 


把 这 些 数 写 成 一 张 表 : 
ж 5-3 
| amoh # il 
үл | ма хб т х. 
РА ти аа т КА 
а, копа с х, 
в i Na Ха се К. п 


称 这 样 一 张 表 为 列 联 家 ， 在 

ag [n nP CAPB] 

22 PAP) 
h P(AD A BARAR N. n REGL 2 1), P(B) 
ВОНИ а REI 


ronid атру, (28) 


可 以 证 明 在 H 真 ,比较 大 时 ，(28) 的 分 布 搂 近 于 P 分 布 ， 
Авив (1) (6—1) А re 一 1 中 诚 去 被 估计 的 未 知 参 
数 的 个 数 "+s 一 2)， 给 定 信和 aji, PR (HIHN 
00-0) 
[вага 

We 在 得 到 样本 m1<i<r, 14898, HELD i 2, 
# >o Raimi Н, ВАЗЕ Н. 

ЯМ} 下 面 的 数据 (直人 是 一 个 自动 机 订 生 产 的 
100 PRENEO mm), 
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30.99 10.93 11.01 10.98 10.94 11.02 
10.98 10,97 10.99 
14.00 10.97 11.05 
10.058 11.00, 10.98 
11.01 1.07 11.0 
11.03 10.95 1.00 
10.99 10.97 21.02 
1.08 1.00 15.95 
11.02 19.99 10.99 
1.02 21.01 11.04 
10.98 1.0668 11.05 
10.98 10.988 1.00 
10.99 10.98 10.97 
11.06  11.ĉ4 1.08 


10.96 20.90 0.99 
10.99 11.00 10.97 
10.09 21.00 11.0 
10.97 10.9 11.03 
11.05 10.36 


按照 它们 的 大 小 分 成 3 组 ， 统 计 出 每 组 中 数据 的 个 数 一 一 频 
数 及 在 全 部 100 个 数据 中 所 占 的 比 合 一 一 频率 , 列 成 下 表 : 
ж 55 
ая | 起 Ж ж-ш! жик 
1 | —оолә10.945 0.05 0.05 
2 | 10.945—10.965 1! 0.09 0.14 
Б | 10.965- 19.983 0.20 0.34 
4 10.985~11.005 ， 0.33 0.67 
5 21.009~11.025 | 17 0.17 0.84 
6 6 0.06 0.90 
了 | | 6 0,06 0.96 
8 11.066 ес А | 0.04 1.00 


还 可 以 用 图 的 形式 把 各 种 口径 的 频率 圳 示 出 来 ， 取 一 个 直角 
ЖЖ, RARER 5 31845 ла, 然后 以 各 组 廊 在 的 区 
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MAR, БИМ ИЖ) “(组 距 ) 为 高 做 出 一 系列 矩形 如 图 
5-2, 通常 把 这 样 的 图 叫 频 


率直 方 图 ,或 简称 直方 图 ， 

MRH ERRA ANRE T = 

产 一 个 零件 的 口 逢 ， 那 么 

前 面 列 出 的 100 个 数据 就 m 
是 的 一 个 容量 比较 大 的 я 52 


样本 ， 现在 回 过 头 来 看 直方 图 , 其 中 每 一 个 矩形 的 面积 崇 
示 专 在 相应 区 间 内 取 值 的 频率 ， 一 般 说 ， 宅 比较 接近 于 上 在 
那个 区 间 内 取 值 的 概率 ， 因 而 直方 图 的 外 轮廓 线 比较 接近 于 
ЕЖЕ. 从 直方 图 看 , 它 有 一 个 蜂 , 比 较 对 称 ， 
而 且 越 远离 中 间 值 的 数 出 现 的 频率 越 小 ， 人 们 自然 会 提出 这 
样 的 问题 ，G)€ 是 不 是 服从 正 态 分 布 ?在 一 些 实际 问题 中 其 
至 可 以 更 明确 地 提出 〈i 上 是 不 是 服从 均值 为 1l, 方差 是 
0.08° 的 正 态 分 布 ? 

对 问题 (下) 我 们 可 以 算出 服从 六 《11, 0.032 分 布 的 随机 
变量 在 相应 的 各 小 区 间 内 取 俏 的 概率 ， 


0.2292 | 0.1365 | 0.0518 | 0,0150 


0.0326 | 0.0874 | 0.1875 | 0.2590 
я 


m P 


3 | m 


жЕ 1 E EJ 63818 Ж. 0—1, 2, …，8) 看 作 随机 
Ж, Ш (бы, ns, =, mr) 服从 参数 为 (100, pi, pa, …， PORE 
жй. ВЕРЖИ N (U, 0.03”) 的 问题 可 
以 作为 检验 零 假设 


一 ao1 一 


H. рер, 1=1, 2, =, 8 


的 问题 来 处 理 . 

问题 外 与 问题 Gi) 就 有 所 不 同 了 ， 虽 然 (n, na o, m) 
仍 服 从 参数 为 (100; p, ps, °, MRENAH, RE EES 
服从 正 态 分 布 的 问题 仍 可 以 作为 检验 零 假设 


- 1085 
H, р ра, a-f pCa; a, о?) да, 


полоз 
Ра= ра, у= | ple; a, Gd 


30.45 И 


~ 
тета, о?) = fs PC о, ode 


11.065 


ШИЖ. p(w; а, а?) = ехр{ gray] 


У 2п0? 2g? 

ENG, o9) 的 概率 分 布 密度 ， B G= 1, 2, …， 8) 是 未 知 
ЭК, 和 例 13 中 碰 到 的 问题 一 样 , 无 法 用 

бт [mnp (z, 0?) * 

£ ра, 97) 
确定 判别 区 域 。 个 是 可 以 征明: 如 果 用 样本 的 平均 值 工 代替 
a ARERR LE S RE о? ЦН И, п ВК, 统 
计量 

é, запро, 89]? 
— °, 
的 分 布 接近 于 И, 但 自由 度 不 是 了 而 是 5 (从 了 中 减 去 
被 估计 的 未 知 参 数 的 个 数 分 ， 这 祥 , 我 们 仍 可 以 把 检验 二 是 
次 服从 正 态 分 布 的 问题 作为 检验 统计 假设 H. pepa, S), 
i=], 2, е, 8 的 问题 来 处 理 ， 本 例 

2-10.997, #-0.088, 


э 


[А 


D йн. у} Га ав Хо 30.4, АРЗ СЛАНА Н 


М, 1966), 
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10.945 1 


sZ a. e __1__ 
mG 的 


x exp] - УСЫНУ (210. ть 
= 0.0571, 
ВВ, 5) -0.1089, Ба, s = 0.1984, 
ВВ, s) 0.2854, КЕ, s") = 0.2075, 
(E, $) =0.1242, а, sP = 0.0538, 
жї, эу =0.0197. 


p- (55.7): | (910.89)? (20-19.31)2 


5.71 ` 10.89 | 19.81 
(83—28.54)2 (17—20.75)2 (619,49): 
1 


И, 
E ЭЕ СА BEN 5), ВИНЕ «—0.05, = 11.07, h 
于 10.40<11.07, 应 当 接 受 H, 认为 上 BRAES. 
在 例 18 及 例 14 中 所 通 到 的 问题 的 一 般 提 法 是 , €. o, 
Ewa RABA (u plen oo) palan +, os) ) 的 
多 项 分 布 , ab е, в, 是 未 知 参数 , s<<r 一 1， 令 


б.п Sen, 


EREZET, а (21, 2, =, г) 由 它 的 某 一 估计 量 à, кж 
后 ,对 任何 z>0, 有 


нт Р(у np, va аур oy 


sm МЕТ np (ña, +, ó.) ) 


-f pa „, HE, 
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其 中 zy， (四 是 自由 度 为 一 :一 工 的 АШАН, 
з. 玉 检验 法 
这 一 小 段 要 介绍 的 是 检验 随机 变量 € MAR N F,(z) 
是 否 和 已 知 连续 分 布 函数 Ро С) 相同 的 另 一 个 检验 方法 . 
Ж, ть +, з E E УҢ ла, ар, =, Ta 由 小 
到 大 排 成 
定义 函数 


ай ҷазо, 
0, ааз В; 
Ев) -1 È, абаат, k=l 2, с, а 
1, щаз, 
— ЖЕЯНАНАЯАК 
(或 经 验 分 布 函 数 )， 


— Fae) 的 图 象 见 图 5-8, 
一 对 任何 指定 的 z А, (а) 
ии s i 的 值 就 是 事件 “Ё<а” 

m = Жл VORBE P R AA 

ж, 是 -个 离散 型 随机 变量 AREAREN, 4 

Еа) е НЕВА, Хг 
bm РО яр. Ё„(жу— P (Ga) 20) = K (2) 


0, 当 xs0 时 ; 
- Я сре”, оом, 


下 (2) 的 值 可 以 从 附 表 6 查 到 ， 


HRH APR ИИА» 30.3, 

Ё 966). 

мо алия. ТЕНЬ 
ЭС АЕ, 1965) йрек, 


FE gaa А ОШ 
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利用 .上述 的 柯 尔 莫 哥 洛 夫 极限 定理 可 以 检验 绕 计 假设 
如 ,Pelw) - Fole), RA H ЕЮ, ЕНЕ z, Fole) Ж 
RPE E<” 的 概率 ， 注 意 到 Р. (а) 表示 事件 “<a” ЕП 
次 试验 中 出 现 的 频率 ， 所 以 当 汪 比较 大 时 ， 在 一 般 傅 说 下 
EOM Bolz) 的 差别 是 不 大 的 ,因而 当 
VnD,=vn вар [P,G)- FG) | 


ККЕ, ИЕН, ЖЕН. H Tn Ха, 
Мар, 的 分 布 接近 Кш), та —Ж ARAR Ж, 
在 给 定 信 度 “ i, W e E 
PiN Руа) =1-К(е=а, 

在 取得 样本 点 后 ,计算 Мп Da E У n оо Не Н, AN 
ЖН. 

作为 一 个 例子 ， 我 们 用 K 检验 法 检验 例 14 h Н 
从 正 态 分 布 N CU, 0.089). 
Н; F,G) = Рох) 


4 
D,= sup Fle) Fole)! 


=шах{ РИ) Роба, П, (айа) — Роба) |}, 
Falhin) L. 
为 了 计算 De 列 出 表 5-7, 可 以 看 到 
D, = F.(11.01) — Fo(11) = 0.170, 
~n D, = 100 х 0.170 - 1.7, 
ЖИЙ а--0.05, #3 6, с=1.26, НР 1.7>1.86, 应 当 
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11 
11 


05 


®„(й-1)—Ёо(ш)' 


т 

з |o 0 

2 | 0.03 0.0072 
4 | бов 0.0025 
5 бо 0.0018 
wo f oas | 6.0187 
10 | о 0.0114 
16 | 0.34 0.0307 
17 | 0.50 0.0000 
s | 0.67 0.0407 
9 |045 0.0024 
з | 0.54 0.0018 
3 | 0.87 0,0382 
з | 0.30 0.0525 
з | 0.8 0.0472 
2 | 0.26 0.0301 
2 | 0.98 0.0162 


0.0201 
0.0272 
0.0425 
0.0482 
0.0813 
0.0886 
0.1293 
0.1700 
0.1207 
0,0914 
0.0287 
0 
0 
о 
0 


拒绝 Н, 不 能 认为 上 服从 NCL 0.037 


1. ESN, 1), ж. ‚+ 


D 证 明 下 列 区 域 对 零 候 设 H: 0-0 ЕЖА 0.05 М z] Bj Z 


域 : 
+=; mY 721.645}, 


52 


12е, m) |37 —1.645}, 


вз= ть +", лә) 1326 —1.96 或 3221.96}, 


far сэ 9.586487 


O 4: АНЧА НЕО О aJ Е ЕРИ A B| 
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Hi 0-0, Къ 0=0,<0; 
Hy: 0=9, Еһ @=бу>0; 
Ну 0—0, Кы 950, 


.二 有 概率 分 布 密度 
1% сае зоо; 
р; оре , Ü<m< о; 
0 нъ. 


š E, 0-2, К, 9=1 的 水 平 为 0.05 的 最 强 检 


H H, 9-2, К; 9>2 的 水 平 为 0.10 的 一 煞 最 


З. PHE 300 ik, ОТ, 
点 数 1 2 3 4 5 6 
Б 43 49 56 45 GG 41 
根据 上 区 数据 能 否认 为 髓 子 是 均匀 的 ， 信 度 取 0.05, 
.统计 一 址 人 的 性 期 与 色 胃 分 类 如 下 ; 


ORR: 色盲 与 性 别 无 关 ， 信 和 度 取 0.05, 
.~NCa, o’), RA EKER: 102, 98, 96, 94, 94, 判断 a=100 是 
ЖААТ 信和 度 取 5%. 


第 四 节 ”因子 试验 的 方差 分 析 


4.1 正 恋 随机 变量 二 次 型 的 分 布 


本 节 中 的 假设 检验 问题 将 用 到 正 态 随机 变量 二 次 型 的 分 


布 ， 这 要 涉及 x* 分 布 ， 关 于 分布 已 在 前 面 的 有 关 章节 中 
作 过 一 些 讨论 、 为 了 便 子 读者 掌握 , 现在 把 主要 结论 恒 述 
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如 下 . 
ВЕ n BJ x 分 布 挫 的 是 由 分 布 密度 
0, ze0; 


x 1 P Кы 
(G) 
所 确定 的 概率 分 布 , 记 作 ВН). Неа) 
(B£ HUA PO, WP ERARE n B Z 变量 ), 则 

REN Bë -n( 第 三 章 第 一 节 例 5 0110), 

方差 DE 一 2n( 第 三 章 第 二 芒 例 6); 

RERA SO = (1 一 248) (第 三 章 第 五 节 例 6)， 

我 们 已 经 得 到 下 面 的 结论 

L ЖЕ, У, долы S ин, m y: 
учуей (BERRA) 

° E Zu =, Z, Fo 变量 ， 自由 度 分 别 为 
n, я, Йа Де у (тат) (第 二 章 第 六 节 习 
Ши, BIRNEN). 

D ЖУ, У ОТЕ IE ДЕНЕШ, Y- 
Fu Үй, АЖ аха Ж ЛШ. Аи), 
д АДИКО 4°— A) В А Ж RA) -mm 人 第 三 章 第 五 
йт). 

现在 我 们 进一步 证 明 下 页 的 重要 结论 . 

EM Le (Cochran) ЖЯ) У, N (0, 1) G=1, 
2, е, п) №3, А, А» се, Ar 都 是 nn 阶 对 称 方 阵 ， 分 别 有 
Жтт, то, се, п, Ш 
YF =(V.,Yy, +, У), 


рб) = 


车 
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УУ-У АРТУРА БУА, 
则 了 4F — (na (8 =1, 2, +=, КВН ЛЕЛЕ: 
Ж пеп ср, 
DEJ 条 件 必 要 性 可 由 前 面 引述 的 结论 2° 得 出 这 里 
AERA n О КОГ, Н # n B: J; £: 
(В; 10), 使 
ye [A МВ p 
А;=(В;: (g о В, 
К B, 3k w ft БИШ, Л.п ИЙЕ, Я ЕН 
为 工 或 i=l, 2,0-8 4 
B-B; Bei iB), 


Ра n тп, B Я Л 都 是 名 阶 方 阵 , 并 且 
Y'Y--Y'B 4B Y +Y” B,AsB,V tt YB A B Y 
A у VA 
| A ejr 
° “Ah в 
' 
=У’ВАВУ 
对 任何 实 向 量 卫 成立 ,所 以 ВАВ Та АНУ, В Й 
Ж, ШЕЕ B L. UAFA- (BA B RETR, 对 
角 线 上 的 元 不 会 有 —1, 所 以 A-I, BEERE, $ 
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2- (Z, Za BF Yo, Y, = BY, 
则 23, 25, …， Z, 仍 是 独立 标准 正 态 随机 变量 ， 


I 0 
YAY =Y’ B, dB Y = ral jar 


оо 


ЕЯ 
YAY= D 2, 
нкан 


分 别 是 自由 度 为 m， ns,…, т, B у° 变量 ,并 且 独 立 ， 卫 
引 理 1 АВИЛА В 42-4), MJ 


ARRAST Аг А”, 
{证 】 4 对 称 , НЕЗ О, 使 
м 
КИ 
o, 


А=С, 
9° 
l ° Ë 


м, т, № АЕ, r= R(A). ИЯ A= A, 便 有 


0 


тпа Уа HR A= (а) л Я НЕ 
tridB) =tr(84). 
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вЫ 
(£ 0) 

азо! jo, 
\о о 


Ir 


0 
к4-габ таб 六 aa， 1 


оо 
382 A, ВАЛ АВА, 

MJ A— B 828, HH AB Mik (4 一 BB 一 BR(4) 一 (BB) 
【证 】 АКАР, AHELA, EAER O E 


4 © ү 
о, 
Ds Dx 
$ ево-| 
Š Л py 


2. йт ИЛИ, 则 有 
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L 0 
(5 2) -040-0'в0+.04-в0 


-(2 | (2 >) 
Вы Dz/ ` 


-Da 一 De 
由 于 ВАЗА, В-ВВ- В. арай EBE. MENER 
阵 的 定义 知 , СВО, 0(4 一 B)O Ж ЖЕ ft ЯЕ, Da 5 
一 Ds 的 对 角 线 元 非 负 ,因而 只 能 是 零 ， 故 ры, рь=0, 
Da=0, 由 
(2 0)- (0'BO) (C BO) ~0"BO < (2 з) 
я, Disda, ИС, Р) Г.Р, 
O'LA- БУО =0'(А-— BOC(A- В)С 
-Du 03/1,-р 0 
( 0 名 0 о) 
IDa 0 
-( 0 0 
所 以 C4 一 B)?- A-B, А-В ЖФ. На Я 
(А-В) =ir(4—-B)=ir A-trB=R(4)-R(B), 1 
用 数学 归纳 法 不 难 证 明 ， 著 Аа, Aa e, Ari 都 是 对 称 
ESH, MARREN, HAA- А фе SS PE, ША, 
ЖЖ, Е. 
B) =R) ЭЖА), 


осам, 


定理 2 У,-М(0, 1) (0-1,2, «0, n), 独立, А, +, Аъ 
MEn И. Y (У, У, …, У, РАР 
Cn), 451, 2, o, k—1, ГАУ 是非 负 一 次 型 ,并 且 
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УДАРОВ, 


MPAY РА, НЕН Я, B Y'AY ба, 
2, +, К), 独立. 

ПЕ] УАУ еу lr), 1-1, 2,006, 6-1, 利用 本 节 开 
头 引 述 前 结论 S° Эп, А, А, ou А. MERSE, 分 别 有 
秩 ra та, се, тк, УАТС), АЖ, WW I— À 38 
等 ,由 引 理工 知 

R, A) = tr(In— A) = tr I tr A =n RCA) =ar, 
R. =l A) hA (1,— A) + A+. +A í+ Ay. 
4 是 非 负 定 阵 ,由 下 理 2 А, 的 秩 为 
nar) е Sin, 
使 用 定理 1， HF 
YY=V'(I-AYY+Y'AY +. +Y'AY, 
RG -— A+ ROAD +: RO =n, 


k 


BUL YAY (7 S n) ELYAF G= 2, —, D, Ë 
ж, 1 


4.2 -HAKA RRA 


有 Pp 个 不 同 的 小 麦 晶 种 A, А, osn А, 现在 想 比 较 它 
们 在 产量 方面 有 没有 明显 的 差别 , 为 此 到 选 一 些 大 小 、 条 件 相 
同 的 地 块 ,分 别 种 上 А, Ay, …，4,， 并 用 同样 方法 管理 . 以 
后 称 一 个 地 块 为 一 个 小 区 ， 设 种 AC 的 小 区 有 n 个 ， 产量 分 
BIH Ya, go ^^, Ин, 2, =, р), ПЖ 5-8, 

我 们 希望 通过 对 数据 bi( 了 = 了 2, en ni=l, 2,55, p) 
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a T 7 т, 
я | Гы 
"ш Уы | За 


的 分 析 间 答 A, А, o А, 在 产量 方 虞 有 没有 肝 显 的 差别 . 

ЛАТА ЯШЕ, НА Айт, 个 小 区 , 即使 土地 、 
管理 等 条 件 完全 禁 癌 , п, 个 小 区 的 产 Ж уа, Maa, e, Yim № 

不 会 完全 相同 ,而 且 有 随机 性 , 这 是 因为 从 种 到 收 中 间 还 有 许 
多 随 册 因素 在 起 作用 .因此 应 当 把 А, 在 一 个 小 区 上 的 产量 看 
作 随 机 变量 , 记 为 51, 而 把 gs Va to, Yin 看 作 扣 的 一 个 容 
BY ВЕЖ Yar Уза, e, Yan WAHE. 类 似 地 ,用 随机 变量 
EER A 在 一 个 小 区 上 的 产量 ,把 Ya Yas o, Yin AE ERI 
容量 为 m4 的 样本 了 a, Ра, Уо 取 的 值 人 (=12,…, p). z 
ВЕ М (ш, o°), 1-1, 2,5, р, ВНЖ, В, 6,77, E 
是 有 相同 方差 的 独立 正 态 随机 变量 , 数学 期 望 u 表示 在 排除 
了 随机 干扰 这 样 的 理想 条 件 下 A 的 小 区 产量 , 我 们 就 唱 它 为 
“理论 产量 " 吧 ! ЖА, Ás s A 在 产量 方面 有 没有 明显 差 
ЖЯ ш, ма, …，j НИ, ЗАП НВ А А, …， 
А, 在 产量 方面 有 没有 明显 差别 可 以 作为 检验 统计 假设 五; 
ра па "7 = р 的 问题 来 处 理 ， 

把 这 个 问题 一 般 化 就 是 ， 有 ? 个 方差 相同 的 独立 正 态 随 
IVER é, Кё = ш, РЕ =o, iml, 2,55, ра, а, бе, Mos 
оз 都 是 未 知 的 . 将 去 WE У, l, Yoa 21, 2,56, р, Й 
在 - -在 构 成 一 个 联合 样本 

Was es Yim Yen ou Yaa os Yon Uu Fm). 
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现在 要 用 联合 样本 检验 统计 假设 
H, pam pami" ps, 
怎样 检验 这 个 绕 计 假设 呢 ? 
在 一 般 情况 下 ,ja, нә, =, ji 不 全 同和 将 反映 在 
V.(j=1, =, n; 4=1, 2 p) 
取 值 的 大 小 不 同上 , ЖЩЗ 8—53 УО — P 也 比较 大 ， 
РТУ, пе, ВАНИЕ А 


т il =: 

较 大 就 断定 үн, pa, +, по RER, 因为 在 pa pa се, р 全 
同时 , РЕ ЕЛВЕ, S 也 可 能 会 取 较 大 的 值 ， 为 了 区 
分 这 两 种 情况 , 先 把 离 差 S 做 一 个 分 解 . 令 


Yi Үн i=l, 2, =s p 


m Hi 


s= 220, 


> Sry- Ya +Y. -yY 
=$ forro hr- 


2 Meni rer ] 
ZPY HEY- P), Ф 


Ея 


记 上 式 分 解 的 第 一 项 为 Se Wi 
Se= Sbr- Ү,)?, 


对 作 一 指定 的 <р, Širu- Ж ERER Va, on 
У», 的 离 差 , 嘴 由 抽样 的 随机 性 造成 的 ， 总 ESRAR 
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的 和 ,因而 也 是 由 抽 汶 的 随 各 性 造成 的 ， (了 的 第 二 项 
Ж, YS, 
DPA, ER Sa 除了 抽样 兄 机 性 这 个 原因 外 ， 如果 pa， 
ш, с, ш PAR, 这 个 差异 也 要 从 54 反映 出 米 , 一 般 S, 取 
ех. НЕЮ, 和 5, 比较 如 果 S, 不 太 大 , 我 们 只 能 认为 
S, 内 是 捷 样 随机 性 形成 的 ， 从 面 嫌 受 豆 ， 和 总 比较 ， 如 果 
S, 太 大 ,我 们 便 有 理由 怀疑 S, 完全 是 由 抽样 随机 性 形成 的 ， 
认为 uy на, с”, шә 不 全 同 ,从 而 拒绝 H. АПР 
[6 

的 判别 区 域 ,e 由 预先 给 定 的 信 度 о 确定 .在 给 定 w 后 ,为 了 
确定 o 需要 知道 统计 量 5,/5, 在 Н ДЕГИЛЕ. 

Жо С) 
SSF) 


> 
Зе Уна. Р? 
т D 
Ни 


EARRA nii У 2, +, р) RH 6 
1), 并且 这 些 如 变量 是 独立 的 ， 记 以 第 一 项 /0 是 一 些 独 
Ур EB 2 fi, 仍 是 好 变量 , НН ЗЕ 


Dp. 
НИМ, ORERE ER, НИЕ: УФН 
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端 第 二 项 非 负 ,根据 4.1 定理 Нин 


М зм, Ру 
i аа 
БОЖЕ, ня 
(%-1)—(т®—р)=р—1, 
而 县 与 86/o? 独立 ,所 以 在 Н 真 时 
пр, 5а Sa /_ № 
pi S ру on) 
É F BE, 第 一 自 册 上 度 是 2 一 二 ЖАН пр, WAE 
781 ie], 
为 了 确定 6 或 (一 p)o/《p 一 1), 使 


Рав) пр. 


>В.) = 
PI °) @, 


p- 
REAT ANR (B E p—1, n-p) # F (р-1, n-p) 
使 


Р(у> ЕЁ*(р—1,п—р)у=о, 
фо F(p- 1, nn 一 p)、 最 后 得 到 的 检验 方法 是 : 


НАУ РЧр-1, n-p), E H, EM R 
H. 

(B) 电 杂 光 厂 用 四 各 不同 材料 的 灯丝 制 成 四 批 并 
泡 , 除 灯丝 材料 不 同 外 ,其 它 生 产 材 料 完 全 相同 ， 今 由 四 批 灯 
泡 中 分 别 随 机 折 取 数 只 迁 行 灯泡 使 用 洗 命 ( 即 一 只 灯光 能 发 
光 的 时 间 ， 以 小 时 为 单位 ) 试 验 , ARIS- 现在 希望 根 
НОЕ 
BEAREN 0-05, 


一 317 一 


解 ， 表 5-9 已 给 出 联合 样本 Y 的 观测 值 , ni = 7, ra 一 5， 
м-в, меб, пои 26, p= 4, # РАЯ 2, 22) 
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利用 表 5-10 计算 S, 5, 是 方便 的 ， 


#50 
gE] д aj a ав 和 
т т | ШК ЭУ n =26 
1, 11760 310 | 13090 


a. 
È T 42570 


т 3297600 onsere] 171848100 
| { | 
Тут | 19756800 1 383122021418512. 3114758016. 7| 


88548100 


P 
ў, ТЇ Sesr44549.2 
Б 


B Í n 
ўж 19785400 [3828100] 21203700 нт | у $ ур, 69595200 


| яя 


5, 69895900 —69744549.2= 151850.8, 
в, 697445499 .2— 12970 — 4860.7, 


пр Sa 22, 8807 Lo 15, 


рт 8, `8 X 118508 
由 于 2.15 一 3 .05， ARRUA ARRS IREN Нн 
同 而 有 差异 . 
在 这 个 问题 中 , 四 个 样本 的 平均 值 分 别 是 

Ya = Т?Т = 1680, Ya = Та/8 = 1662, 

.T/T 1686.295, у„—Ту/6=1568.8, 
如 果 不 做 方差 分 析 , 只 根据 四 个 平均 值 不 同 会 做 出 41 种 灯泡 
使 用 海 命 最 长 的 结论 ， 但 经 过 方差 分 析 , 发 现在 使 用 寿命 上 
杂种 灯丝 制 成 的 灯泡 没有 显著 差别 ,这样 ,灯泡 厂 在 选择 灯丝 
烤 料 时 就 可 以 从 其 它 方面 去 考虑 、 例 如 在 四 种 灯丝 材料 中 选 
择 能 使 灯泡 成 本 较 低 的 材料 等 等. 
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4,3 两 种 方式 分 组 的 情形 


有 Pp 个 不 同 的 小 麦 蜗 种 A An e, An 还 有 9 个 对 小 
麦 的 不 同 管理 措施 (如 施肥 量 、 施肥 时 间 ) Ba Bo oe, Ba. I 
在 不 仅 想 比 较 不 同 品种 在 产量 上 有 没有 明显 的 差别 ， 还 想 比 
较 不 同 的 管理 措施 对 产量 有 没有 明显 的 影响 、 对 这 个 问题 当 
然 可 以 安排 两 组 试验 分 别 检 验 AL As e, A 之 问 有 无 明显 
+, В, В, e, В, 之 间 有 无 明和 描 差 异 ， 这 里 我 们 介绍 一 
种 把 涯 组 试验 安排 在 一 起 前 方法 ， 这 样 做 的 好 处 将 在 后 面 看 
到 ， 选 择 pq 块 大 小 、 条 件 相同 的 地 块 ， 仍 称 地 块 为 小 区 ， 
为 了 说 起 来 方便 ， 把 这 ро 个 小 区 编 上 号 ， 分 别 叶 做 (1, D, 
人 
OD o (р, 分 . 今 在 编号 为 (5 办 的 小 区 种 上 品种 А, 并 采 
HEERE B， 记 得 到 的 产量 为 yy G= 1, 2, vu p j=l 
2, --, 4), 见 表 5-11, 


жён 
| B 
4 | В Pa | Ва 
ИШЕГЕ ИЛИ m m" | Zm 
2, | Yas K" Fa ы | ЁЛ Ж 
л, | KI =” ШИГ" N" 


以 后 称 吕 种、 管理 措施 为 试验 因子 , 分 别 用 А, B жж, 
Ж An Аз, =, A, ЖАТАР АОК, Bo Bs, 0, В 为 
因子 B ij q 个 水平 。 
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用 二 表示 对 第 个 晶 种 4 采取 第 j 个 措施 的 小 区 产 
Ж. И-М PUSIS ISIS E, mj 表示 在 
排除 了 随机 干扰 这 样 的 理想 条 件 下 , 对 品种 A 采取 管理 措施 
В, ERNE ARSE, WT 4、 对 产量 的 影响 就 表现 在 
这 些 ms 的 参差 不 齐 上 , 或 者 说 表现 在 до («<р 15) 
所 四 这 些 数值 上 ， 


А 
п рый 


j=l 
是 一 切 un 的 平均 值 。 有些 ШОРИН К, A8 дау 比 平 
均值 才 小 ,有 的 大 (小 ) 得 很 多 ,有 的 大 《小 ) 得 不 多 , 8 ву 
此 反映 着 А, B; 对 产量 的 (相对 ) 影 响 , 对 于 ри (15р, 
1<j<q) 还 可 以 做 进一步 的 分 析 ， 对 每 个 馈 平均 上 一 AL 


<<), а в 20 асн) еар, 应当 
Ф. 如 果 zr P, па го нь AREMA, 那 只 反映 4 
EREKE As Ay, >, ДЕР ЕЛЕ, MEER B 
不 同 水 笠 在 产量 上 有 差异 ,因为 也 的 不 同 水 平 如 果 对 产量 有 
影响 ， 这 种 影响 在 对 了 平均 的 过 程 中 也 被 抵 销 掉 了 、 记 ww 一 
m-i, ЖЕ А (А) жй (14090), ФА, As =, А, 
在 产量 上 有 没有 差异 .就 看 a, as …， о, АЛЕН, ТЕЛИН 
Sah (а.и) = Zap =, 

看 о, oo о, п, ЕЛЕН, ЙЯ оз, an ос, НН. 
同样 记 n = уь, Вав, Ж B ЖИЕ BMB jk 
вже <<). 看 B, В, B, 在 产量 上 有 有 
RARR AE B, Bs. = Pa RENE МИНИ лир 
反映 着 А. B, 对 产量 的 相对 形 响 ， 从 其 中 扣除 A. B М Ж 
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应 , 记 
Уз [nn 一 向 一 om 一 Bi (3) 
称 它 为 An В, 的 交互 效应 AT<iSz 1<j<qg). ИМ, Bs 
种 А, 特别 适应 二 管理 措施 В, 时 ， у, 将 取 比 较 大 的 正 值 ， 相 
反 的 情况 ， 当 品种 А. 特 若 不 适应 于 管理 措施 В, В], yy Е 
绝对 值 比较 大 的 负 值 ,显然 有 
Eye) ap, 
=ршш-н)—рЁё=0, j=l,2,-, Ф 
z ун Зав -qa $i Bi 
=q(m.—u)—qa=0, i=l, 2, =, p. 
从 13) 我 们 得 到 了 m 的 一 个 分 解 : 
рута Ву», 2—1, 2,5, p jol, 2, o, 9. 
对 品种 4 采用 管理 措施 B 得 到 的 小 区 理论 产量 py 可 以 分 
ЗВ и, A 的 效应 a, В, 的 效应 В, E А, Bi 的 交互 
效应 yy 之 和 ， 视 ys 为 64 的 容量 为 1 的 样本 了 RKE Yu 
H FEDERA 
Yy= utat B HY ey 
41, 2,55, р j=l, 2, =, 9, (4) 
ea~ М (О, 02), i=l, 2, +, в j=l 2, gq, WYO, р, 
а, Bn уз бар, 1<j<0) 是 未 知 参数 ,满足 
È and erud. ® 
以 上 讲 的 是 种 品种 А, 并 采用 管理 措施 B, 的 小 区 只 有 一 
个 的 情况 ， 如 果 把 小 区 增加 , 使 每 个 品种 和 每 个 管理 拱 施 拱 
配 的 小 区 都 增加 到 > 个 (r> 卫 就 得 到 2gr 个 小 区 产 重 见 表 
5-19, 
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dp z Ju 7, е [ane Зее фи» Yogi д r йит 


ух У 如 ,采用 管理 措施 В, 5 个 重复 试验 的 小 
К &(1=їҗчр, 15154, 1855г); 视 
йл, Yus 777, йк 
为 5 的 容量 为 7 的 样本 ; 
Үл, Yus се, К» 
ЖИН (1<їєр. 1690), Y. ARRE 
Y a= атат Bit yyt е 
(1<4%р, 1<]<9, ISAST); (6) 
шс (0, 0?) (<< 15159; 1<k<r) оа, ш, а, 
В, узб! р, 1<;<g) ЖЇЙ R (б) 的 未 知 参 数 . 
我 们 将 从 (6) 或 (外 出 发 考虑 对 下 面 检 验 问题 的 检验 方 
法 : 
G) На «,=0,1=1, 2, =, ps 


Ka G ou 0 P RDH -ARA 0, @) 
GD Ha B;= 0, j=1, 2, en Ф 
Ka Вс, B, 中 至 少 有 一 个 不 为 0. (8) 


(ш) Has: 5-0, i=1, 2 
Кашы уо і, 2, 3 
至 少 有 一 个 不 为 (9) 


о-в 


不 限于 小 卖唱 种 和 管理 措施 这 样 特殊 的 试验 因子 和 产量 
这 样 的 特殊 指标 ， 按 两 种 方式 分 组 试验 问题 的 一 般 提 法 是 想 
考察 两 个 试验 因子 A, В у 有 没有 影响 , 这 个 
影响 包括 每 个 试验 因子 单独 对 9 的 影响 和 两 个 试验 因子 联合 - 
起 来 对 Vy 的 影响 (交互 影响 ) ， 为 此 ,分 别 选择 4 ЯП В 的 车 于 
个 水 平 An Aa e, Ap 和 В, Ba s Bo ВЕНЕВ К Е 
ARI НН ЕНЕВ, 观察 y Е А, B КОР ЖШ. 

“下 到 的 值 . 若 每 种 措 配 下 的 试验 重复 7 次 (之 1 试验 不 重复 
时 "=1) 得 到 y 取 的 pgr 个 值 见 表 5-12, yin(1<i<p, 1<j 
<q, 1<k7) 率 可 以 看 作 样 本 (6) (г 可 以 等 于 卫 取 的 值 . 称 
aJ A WERN, 8B; 为 Bi; 的 主 效应 , yu X А, Bi 的 交互 效 
应 ， 我 们 将 从 (6) 出 发 检验 统计 假设 (7)、(8)、(9)、 

1 交互 效应 YO O Si<p, «КОННИ 

这 时 需要 考虑 的 检验 问题 只 有 (7)、(8), 试验 不 必 重 复 
就 能 对 На, НОННА. ВЮВ 
一 种 方式 分 组 的 情形 ， 先 对 样本 Y (<<, ыл ш 
差 做 分 解 ， 


六 六 Gu 了 


m= 


-$ SY, F. Y. РКО Р.Р 


Г; 


ЯЗЬ. YP, +t) tg -Р) 


HÈT, -F8 +54 + 8, 


其 中 ү. Уы у 


2 =. =. 
84-4 Y.-F), S =p O, Ps 
=1 Er 
由 于 
, 
Esp В 


Gm 


== 
$ 0% Y.—-Y +Y: отв 
0? F 
РЎ. -Ү-в) 
Рах ваб — u) 
= в, 


НЕА ~z (p), НИМ ФП, ВЕМ 
~ta), 第 四 项 —Z (1), вов А, ИШ, Ш 
4.1 节 定 理 2, бой Е р, НН: 
rg- (р-1) — (9—1) -1= (8-1)6(9-1), 
HAWAA x 变量 独立 ， 所 以 ， 
U-DI ÅP. -P -a 
Ne 
K: =), о(р-10) 
в 109-1) 
~Е(р-1, (р-1)(9-10)) ao) 
是 政变 量 ,第 一 自由 度 是 Pp 一 1, 第 二 自由 度 是 (o-1) (9—1). 
~、 Ea F з 
DPR T A pga, ров 
(1) 
是 政变 量 ,第 一 自由 度 是 9 一 1 355— Ë ЩЖЖ(р-—1)(у—1), 
首先 考虑 检验 Н.т. Я 
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Ува вв, Yu- utaiten 
У-и- 
YeP ate в. a WAN, ХУ, P 太 大 时 
应 当 否 定 На АЛИ 
а= 0, Ру 
N, 


- DSa 
я 7e | 或 © Se >e} 
的 判罚 区 域 、 由 CO) 知 ,在 五 : 真 时 ， 

А9084 R1, (р—1у(у—1)), 


RERE акк е Ее(р-1, (р-1) 04-1) 即 可 ， 最 后 得 
到 的 检验 Ну 的 方法 是 : 

ЖЯ @—1)5,'5>К“(р—1, Ср 1) (9—1) ВА Ha, 
否则 接受 Н, 

类 似 的 ,检验 И» 的 方法 是 : 

Fp- DSa SEQ, (р—1) (9—1) 就 拒绝 Hy, 
TWR Нь, 

2 交互 作用 可 能 不 全 为 零 的 情形 

对 于 这 种 情形 ， 为 了 检验 五， 五。， Hanit, А, B 各 种 
水 平 搭配 的 试验 必须 有 重复 ， 我 们 从 (6) 出 发 ， 首 先 分 解 离 


_ , 
Y= F- 1 Уу Уры, 

P = par =з #1 
DÈ RY Sr) 


рУ РУ, 
Ф 
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Б-У 
РРР аен 
类 似 的 
CD t Sr Y -a 
p—i Su 
—P(p-1, 4-0» 


moy РУР" 
9-1 S, 
~E- 42-1); 
z 


pe- i 22 (Fa Y. Y. +Y т) 


171 


Cp— 008-10 S, 
—F((g— D (9-10), 4-1), 
所 以 在 На 真 时 
p AUD emro CD 
EH AR 


oped, Senpi- perd 
ру ера мет 


ЕН АМ 
рф\т—1 8, 
= F((p-1)(q— 1), 0—1). 
检验 Ha 的 方法 是 ; 若 F> ep-1 pq(? 一 了 )) 就 拒绝 
五 ,和 否则 接受 На. 
检验 H, 的 方法 是 :车 Раг Fe(g —1, par- D) 就 拒绝 
Нь, 否则 接受 Нь, 
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检验 Ha 的 方法 是 ， 若 Fas> F ((р-1у (9—1), 
parE Н лв, 否则 接受 Har 

[#12] НН (а) СВУ И a АО ЁРЕ 
纤维 弹性 的 两 个 因素 ， 为 了 选择 好 的 工艺 条 件 , А, В 
四 个 水 平 做 试验 , 整个 试验 重复 一 次 ,试验 结果 如 下 : 


R 5-13 


ЖИ р-4, 9-4, r=2, 取信 和 度 a 一 0.01, ЖР fi Ж 
—5.29, 299, 16) =3.18. 下面 分 别 计算 


т М 
To= Уй, Ф.) Уу, 
A AA 


т.) Dys TDS Dym ` 


== === 


则 有 , А 
Sa=gr Зоне я”) 


— 328 — 


pr pgr’ 
а, Фа 

иных 
И 


рт i "раг 

在 计算 So За, бы бав, Н Иа = tintele 是 任意 常 
З) КЕ бср, 15349, 1<1<г), 计算 结果 不 变 .为 
了 箭 化 计算 ,从 表 5-13 的 试验 结果 中 都 减 去 70 得 到 表 5-14。 
ж ьп 


ах (2924-412-412 12") – х 128 


4841 _ 15129 2259 
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52 


S Lx (O93302 392 +262) — 


Sasy 
1263 _ 17663 


От 32 


Z- 2.1345., 
Panin 2905 хыр —6-57>58.18, 
方差 分 析 的 结果 表明 B КЕЖЕ, 应 当选 树 使 yu 
最 大 的 A, B 作为 工艺 条 件 ， AR 5-1 可 以 看 到 对 应 Аз, 
B, йу. B K. 


яж 
l. Е Š vo Б АЧЕН E, 4 ARH 
тобол ЗЕ ЛН АЕ. 


3， 在 一 种 方式 分 组 模型 中 ,KR, 一 心 是 未 知 i, j<p), WKB 
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是 р. н, HEERE 1 —a 的 区 间 估 计 ， 其 中 
[Ue = S, 
рН верт ARRIERE, 

3. 3 4 БЖМ Ao An Аз, ААУ Bo Bo Bx 
В, 16 уе вата), BILAR д, 管理 方法 
ВУ Г, ТЫ, runci, «ФВ 
计 候 设 

На а=®=в=о=0, Ha Rimpa B=, 
ЕА 


жат 线性 回归 分 析 


现实 世界 中 的 量 之 间 有 些 有 明确 的 画 数 关系 ， 如 正方 形 
的 边 长 z 与 面积 5 之 间 就 有 函数 关系 yz; 做 匀速 直线 运 
动 的 物体 的 速度 v、 运 动 时 间 i 及 在 时 间 间 隔 i 所 走 的 路 各 
в ЖЗ ЕЖЕ з=, Bih 也 有 一 些 量 , ПОНИ 
明确 的 函数 关系 , 如 人 的 身高 与 体重 ， 人 的 年 龄 与 血压 等 等 。 
Ж 5-15 是 某 平 炉 84 炉 的 熔 毕 碳 ( 妈 全 部 炉料 熔化 完毕 时 钢 
ЖЕГЕ) 与 精 趟 时 间 ( 从 众 毕 至 出 钢 冶 练 所 需要 的 时 间 ) 
的 生产 记录 . 

шнен z ЕНЕВ, MRR E y fE yB ba, 在 坐标 
纸 上 画 出 34 ЎТИШ НИК ЧИН ЖЫН aj xP БУ ПЁ ДШН 5-4, 从 图 
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R 
(0.019) 


ЛУЫ А rhEl 
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189 
104 
134 
1а 
204 
180 


151 


165 
154 


LERN y 和 2 之 间 没 有 明确 的 函数 关系 ， 但 贿 着 4 的 增 大 
4 有 增 大 的 趋势 ,而 且 这 种 趋势 是 线性 的 ， 实际 上 对 于 任何 
АЖ z, 精炼 时 间 是 一 个 随机 变量 工 (实际 观测 
到 精炼 时 间 4 ЖҮ 所 取 的 值 ,我 们 可 以 用 
EY - В+ Ве (69) 
来 刻 划 Ww 和 4 的 这 种 “线性 联系 ”, 这 里 Bo, Bi 是 和 4 无关 的 
常数 .由 (41) 进而 把 随机 变量 了 表示 成 
Ү =б»+бш-+Ев, {2) 
5 一 了 一 BY 是 随机 变量 , fs 一 0. 
对 % 炉 钢 进 行 独立 观测 能 得 到 % 个 熔 毕 碳 值 zr, т„, +, 
or BIER Yo Ya …: 名， 因为 对 任何 一 个 a, 在 妇 取 定 前 
TERADE E- ERTA, W % 看 作 随 机 变量 了 ; 取 的 
值 ,而 了 ;有 央 示 式 
F= Bot Br на, #=1, 2, en n, (3) 
其 中 :表示 第 1 次 观测 中 了 ;对 Bot Bi 的 随机 偏差 , 与 
有 相间 的 分 布 ， 并 县 en sa …，sn 独立 ， 称 (8) 中 相互 独立 
REIER Y, Ya o Y, 为 了 的 样本 ， 和 前 窗 一 样 , 有 时 
我 们 将 样本 Үз, Yo +, Г, ЙИ. Ya, …, 加 也 称 为 样 
本 .我 们 希望 根据 次 观测 得 到 的 数据 (zs y) I=L 2 
n, Ri Вс. 8: 的 估计 人 入 bo, bu 这 样 就 可 以 利用 方程 
9-5 Ва, (4) 
Я о 去 估计 平均 精炼 时 间 EY 的 值 . 
一 般 , 若 随机 变量 了 的 数学 期 望 EY 与 变量 zy za, +, 
zy 之 间 有 线性 关系 
BY = Bot Bizit Ву 
WY AERE 
F =o teiti L буту, (5) 
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5 一 了 一 EY Ж ДЖШ, Ee=0, 进一步 假设 s 有 有 限 方差 
а? о?, Bo, Вл, ~, B, 都 是 与 变量 tu ++, т, AAR ЖИИ 
数 ,并 称 8; НУ ЖЕ m ШШ Ж, 1-12, р. Ча, 
ар, pp пр В Йй А {И (ап, ma, s з), t=1, 2, e, n Ж 
说 , 了 的 一 个 容量 为 由 的 样本 指 

У,= Ву+ Йал T Botten tl, 2, 56, n, (6) 
其 中 a:，es,…, е, 是 独立 随机 变量 ,每 个 都 与 s 有 相同 的 分 
布 .我 们 将 从 模型 (6) 出 发 ,根据 ”组 值 (zt та, +з, ту y) 
#=1, 2, ++, n, ХН A, В, +, А, о 进行 估计 或 对 
与 这 些 参 数 有 关 的 某 些 统计 假设 进行 检验 、 

WRA X, В, Y, ЖЖ 

1 Tu Za e тар Be F, E1 


1 rat Zes … Tat в У: еа 


І та Yna t Enp ñ, Y, ғ, 
那么 (6) 可 以 表示 成 矩阵 形式 
FY=XB+e, Её-0, Шв—с?1„, (т) 
І, Ж п ЙАШ. 
在 以 后 的 讨论 中 将 比较 多 地 使 用 矩阵 这 一 工具 ， 否 则 整 
个 叙述 会 显得 十 分 繁 天 , 对 矩阵 不 太 熟 悉 的 读者 要 耐心 地 18 
慢 地 读 . 另 外, 今后 只 讨论 X НИ (р ХО ФР ЕИ 
列 数 2 十 蕊 的 情形 . 


5.1 HAR и 


在 得 到 样本 Y= (y, Р, en Y.) 后 ,构造 一 个 六 = 
(бо, bs, …， by) 08 Ж 
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S(Ëe, by ==, b) = DU — (hor zabit o + za) 
=(Y- Xb (¥- X0), ® 
用 使 达到 极 小 的 如 一 C56，82，… Б) 作为 Bo Bas 1, Bo 
ат. 
ИА РИ ИТЕК ЯШ, 这样 的 Во, bus ===, bs 如 果 
存在 , 必 是 方程 组 
=? $0, 1,2, р 《9) 
Ни. ПО ДНЕ Нарва 
nh (ашды Сань (Fen) bo ~ EY 
Саа) Bo) ht (F entada 
tt за) аа. 
(E т)»+ DL 
tt О а) в Уза, 00) 
Con) bot (Benth Fznre) 
tet Оа), 
用 第 阵 表示 就 是 
X'Xb=X'Y, ал) 
ХХ WARK (ХХ X =p+1), MAREA UO) 
RUDARA 
b= (X: Xy AX: Y. (12) 
解 (12) 能 不 能 使 (8) 达到 极 小 呢 ? 对 任何 Y = Qo, ba, ==, Б), 
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(Бо, bi, e, by) = (Е ХБ ( F- Xb) 
= [(F- Xb)+(Xb— Xb) (Y~ XD + ( X5— ХЬу] 
=(Y-Xby(Y- ХБ) + (У ХБ (ХВ ХБ) 
+(ХЁ—Х»у(Ү—ХЁу-(ХЁ—ХЬу(ХЬ—Х%), 
等 式 右边 第 二 项 
(Үз ХУ (в) XY- ХБ) (5) 
=(Х'Ү-Х'ХЁу (ф—Ьу—0, 
同样 第 三 项 也 是 零 ， 第 四 项 是 列 疝 量 Xi X> 长 度 的 平方 ， 
ЗЕ, ВОН 
5 (Ба, by, е, Бу (И XD F- Хб), 
所 以 (12) 能 使 (8) 达 到 极 小 . 
丈 方程 组 (10) 或 (1 人 n) 为 回归 模型 (6) 或 (7} 的 正规 方程 ， 
区 (19) 为 8 的 好 小 二 来 估计， 记 作 户 一 (Bo, Ên n ÊD, Ж 
(8) 的 极 小 值 SC 为 币 侠 平方 和 .。 若 记 
ФР. бо бен Ва, 0-1, 2, n, 
则 5-7 7=СУ-ХА ХВ, (18) 
х. Ed 
y= А-А-А ap 
为 了 关于 变量 ei лос, т, 的 回归 方程 . 
在 实际 应 用 中 也 常 使 用 另 一 个 方法 计算 Ó. 
Ë 8a (Вь Ba =, В", ña = (Й Ё, с, В’, Е 
们 分 别 是 8 和 让 的 后 P 个 分 量 组 成 的 列 癌 量 , 则 


(B a P) 
в (а) Я (а) 


前 而 已 经 证 明 , A= (Дь, А, ~, 房 ) 是 使 
S(b) = бута 9 Бур)? 
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取 极 小 值 的 唯一 向 量 , 供 是 从 另 一 方面 腹 
Б) ОУ, Ваа) Ва) 
ЕЕЕ ТУЕ 
О.Р) лав) 06—600 8] 
О В 
=Š, ba 区) аР Во Вул, Бу), 
(15) 
дт POL YY, A-E Bew 4-1,2, p. 
045) 式 右 端 第 二 项 非 负 ， WA 站， dr e 如 使 号 极 小 , 则 再 


取 > n- _ 
= bg bp, (46) 


Chos Di, =, DEREI S (6) ЛУ, A Rf 
Ê= (Á, ё, ---, б) = (6, М, --, Бу), 
Ган: та-та +з 


5 +=: азу 21 tarta ` 


may 1 
‚| 


2:1 aaa en — 1 


Ү,-Ү 14 
Р ut] 
Y, У, 1 
由 于 X ЯШЕ, 
тан 5 
> 0 Í 0 
aiD. 


o 0 — 1 
BIRR BW Z ЭНД, yE: 
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m. 

ra : )-=я ат) 
b, 

Жем (КОХ, АН SG, --, b) 达到 极 小 . 


u= Уби) (0), 15% је 


_ > 18 
h= Enma) (Y =Y), }<ї<р, as) 
方程 组 (217) 可 表示 成 
lahi абар у, 
i (19) 


lahi +-1уаба-Е ро 
解 方程 组 (19)， 然 后 再 用 (16) В, ЗНЗ А H 
HE. 这 个 方法 的 好 处 是 和 (10) 比 较 , 方程 组 (19) 包 含 的 未 
知 数 少 了 一 个 , 解 方程 组 前 计算 量 少 一 些 . 

n=1 的 情况 在 实际 中 是 经 常 电 到 的 , 它 的 结果 可 以 更 简 
清 地 表述 如 下 ; 


则 有 ,2), 
=B, ly EaP, 
正规 方程 为 tabi lay, 
‚ „ ZG pg Y) 
Ва YGS ° 
(Я мн лал rp 34 Poppa tek Н КН 
间 的 生产 记录 , 求 精炼 时 间 У 对 熔 毕 碳 含量 2 的 回归 方程 ， 
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= Ёл. (20) 


Ж. 


1 1 от 
x- G =. 
(= 104 из}, g= (200 100 … 160), 


正规 方程 为 xx Н ЕГ 
Д 
B 348,+ 51084, = 5380, 
51032, 7913688, – 889800, 
解 得 &=-—39.383, В, -1.27, 
另 法 
z- = x (80+104+ +143) = 150.09, 


y- + x (2004-100 +... --160у = 158.23, 
P 
1 284627, 1ь—82325.8, 
-1.27, бу=у—Йш = 一 82.38， 


王 关 于 ?的 回归 方程 是 
у Êt Â= —32.88+1.27z, (21) 
当 我 们 知道 了 回归 方程 (21) 后 ， 就 可 以 用 熔 毕 碳 含量 2 来 巴 
测 平均 精炼 时 间 ES ， 例 如 这 个 平 炉 某 一 次 熔 毕 碳 含量 z 为 
150， 那 么 可 以 预测 平均 精炼 时 间 
КҮ = —82.28--1.27 x 150 - 158,12. 

Е У Да Ва, 0°), 而 且 g В, ВАЖНЫЕ z Я 
还 可 以 对 EY 做 区 则 合计 ,例如 大 体 上 上 有 

Р(&В+8Өг—1.Эбе< ВР < &,+B,z+ 1.966) = 0.95, 

РВ ве -Во-_ ЕР <fa Ве 30) = 0.997, 
等 等 . Но? - 般 也 是 未 知 的 ,对 它 也 需要 估计 ， 在 线性 回归 
分 析 的 一 般 模型 (7) 中 , 当 о 未 知 时 ,我 们 将 用 


на = 1—-(Ү—х8у(Ү-хё) 


т ДРУГУ, 


SD 5») _ 
np i n 全 í 


== 1_ P Reo) E- ХА) 


= тЎЎ- (Фу Аш; 


®— 


= Г {уш 7—1] 


ДЕЯ о* 的 估计 量 , 记 作 会， 


特别 , 当 p=1 时 ， 


SÊ) __ l уму яр. 
гео е оаа 


= DG) й 3-8. 


(22) 


(24) 


[2] 仍 用 表 5 15 中 84 炉 平 炉 熔 毕 碳 含 量 与 精炼 时 


间 的 生产 记录 癸 计 精炼 时 间 工 的 方差 o. 


ж. тте зн В. =1.27, Li = 82825.8, 由 (24) 知 


= z x [Sy D32325.8x1.27] 


=. [60094.12 — 41053.13] 


= 1 = 282 
= yy X 9041 282.58, 


5.2 В. 5° МЕЖ 


Wm1 Вже, 
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【证 】 E=-FEOYX) IX Y 
=(X'X)3X'EY 
_(Х'хузЗх'Х8=8, (25) 
НЕД 1 3 ЕВ. А, i=l, 2, o, р, 每 个 应 都 是 局 的 无 从 
估计 ， 1 
性 质 2 EIE p HARRE, MUTE RI 
计 ， 并 且 在 ZE 的 一 切 形 如 e Y= aF ita Y, 的 无 偏 信 
HORER H, Р 有 最 小 方差. 
DE) 808-782-168, 所 以 YB6 是 V8 ИН. 车 
w 了 也 是 VB 的 无 偏 估 计 , 根据 无 偏 估计 的 定义 
а’ХВ=а’ЕТ= На УЕРВ 
ИВА, BUDE aX Г. 
D(a'Y)- D(a' Y-—VÁ--tB) 
= ра Y-t + (ФВ) +2 соу (а YV, tÊ), 
因为 
соу( Yr Ê, ЇЙ) 
=соу[а’У-ах( ХХ) ХУ, e X(X'X) 1X:Y] 
=cov{ Ш X(X' X) ХТ У, aX (X X) iX: У} 
2811-Х) *X'ID(Y)X(X'X) 1X'a 
=od lI- X(X'X) CXIX (XX) X'a=0, 
BD DeY)=D Y- +DUÊ>DTÂ). 1 
特别 房 是 8; 的 最 小 方差 线性 无 偏 估计 , 2—0, 1, 2, >°, 
р. 
HRB D о), рд) = Ху, 
【证 】 20) = DUXI Y 
=(хоехррх (XX) 
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=о%(Х'ХузїХ'Х(Х'Ху®-о%(Х' Ху, 
РВ) -DUD XF), 
由 于 
EF- (Den) FT), Хоа) PF) 
= Ова), +з, Meot) Y) =, 
& 2-Х) Y-A 1 
特别 2 一 工时 ， 


人 1 = 1) 
x- , 
пос од 


» Уд 
хх -| < е" 
(5. зе) 


М} -Ма 
т 
-Hr n } 
П 
У -8)2 na 
_ —- 
n X=)” 
u 


(х'хуз- 


э-ге 


"i zz Е 
таа" 


à s. а? Әв 
ит зола» GD 
r " 
ao -De то? 
cov (Bo А) = п Ут)? i SEE 


HRA Соли. 
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【证 】 
8(8у=(Ү—Х8у(У— хр 
=(Y-X(X'X)3X'PY(Y- X(X'X)X:Y) 
=КП„—Х(Х'ХузЗ Ш, (X RX 
=, X(X' X) XT Y. 
上 面 最 后 一 个 等 式 的 导出 ， 利 用 了 I- X(X'X) X EE 
等 阵 ， 此 外 , ERAL- X (XX) ХХ =0, 又 得 
S(B) =(Y—- X8y'[1,— X (XXXI Y- XB) 
=Z, X(X Xy Xe 
=t -X (XX) 1X']ee”, (27) 


Е8(Ё)—1їт([1„— X (X' X) X]: Ees’) 
=tr(fI,— X (X: X) HX] L) 
=ош, tr(X'X)3X:X) 

=о%(а—р—1), 


re- rS шз 1 
т-р і 


ME, Ge 了 是 正 态 随机 变量 ， УМ, (ХВ, I), Вр 
s= N,(0, osT)， 这 时 可 以 进一步 导出 房 ó: 的 概率 分 布 . 
性 质 5 В-М,-1(В, an (XX), 


SÈ np), 


нё 56 独立 

DE) 及 是 正 态 随机 变量 的 线性 函数 ， 所 以 月 仍 是 正 沪 
随机 变量 ， 守 利用 性 质 工 和 性 质 8 即 可 得 则 第 一 个 结论 : 
B~ N. (8, о (ХХ). 

BT X(X'X) 17 рК, ЖИЕ, ОН p+ 1, 故 知 存 
在 正 交 阵 O, 使 
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0 
x 0 ү, 


I—-X(X'X)-iX'= ofr -(®` oo 


-ct 0 О, 28 
740 ы e 
42-06, 根据 第 二 章 第 市 例 7 

Go т) 或 2-0,0, 1). 
记 Z= (Zi … Z), WA Zy es БВУ, 
ж, 22, e, 25. 是 独立 的 标准 正 态 随机 变量 


H (27), (28) 
80) =e I-X (x oaae 


0 о 0 
-e0 ( \os= 205 А 
0 Ippa? І, а 


-Bat +2, (29) 
ga #@ (а +. ( у} а-в), ®= 
та 

最 后 , 由 《28) 知 


B=(XX)1X'Y= (XX) X'i- ХВ) + X8] 
= (XX) Xet 8 
= (XX) IX X (XX) AX'e LB 


0 
= (XXX (= jos+r8 
о oj 
Та Og., 
= (XLX 人 Z+ 
x (7 o) в 
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2; 


z 
SRO |+в 


0 
EZ, =s Поа АНН. ПНС) 


а SÊ 1 2 22 
ô= pT aop i et +22) 


Æ Zna +”, Za ИЖ. h op Zu es Z, 3 p ЖОПА Н a° 
独立 ， 


5.3 回归 分 析 中 的 假设 检验 问题 


这 一 小 节 要 讨论 的 问题 是 用 变量 mm, аз, +, zp 及 了 的 
в КЛЕЙИ Ga, з, om У), РТ, 2, +, 对 (的 中 某 
一 个 或 某 几 个 B, 是 否 为 零 做 出 判断 ， 讨 论 这 个 问题 的 目的 : 
一 是 考察 Y HEN zy, za +, zy 是 否 有 线性 联系 ; 二 是 建立 
DE Y BEE v, т, …, а, 之 辣 的 回归 方程 时 ,为 了 使 用 方 
E, 希望 回归 方程 中 包含 的 变量 少 一 些 。 为 此 希望 把 那些 对 
王 机 对 说 来 不 起 什么 作用 的 变量 从 回归 方程 中 别 除 掉 、 看 某 
一 个 (或 其 及 个 ) 变量, 例如 az, 对 王 枯 对 说 来 是 否 不 起 什么 作 
B, RE 了 了 对 а, 的 回归 系数 А, 是 否 为 零 、 我 们 将 把 这 个 问 
题 作为 检验 统计 假设 H. 8,—0 MERREM, 

1. 检验 五 : Bl-0G 是 0 1, 2, +=, 中 中 某 一 数 ) 

J 5.3 268881 30, Ж в КЕННИ, ВЫ H 真 时 EÓ, 
=0, Ё жае H, За (ХХ) (e), 取 形 如 

[espe >} 
сиб (В) 
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的 判别 区 域 , 则 由 5.2 性 质 5 知 
人 wo 1). 
EH AN, ĝia 是 自由 度 为 工 的 妇 变 量 , Х 800) /as 是 
让 由 度 为 mw 一 2 一 工 的 妇 变 量 并 且 与 应 独立 ,所 以 在 如 真 时 
(а-р-0й_ Ê / 60) 
e (В) енот / о*(а—р—1) 
是 第 一 自由 度 为 1, 第 二 自由 诬 为 mw 一 p 一 1 的 如 变量 ， 给 定 
ЧН «М, Ве, n 一 p 一 1) 即 可 . 最 后 得 到 的 检验 方法 
Ж. Я (9р1) 80) >E, n—p- 1838 H, A 
则 接受 万 
2. 检验 Н, В = {== 8,=0, 
# H ин, (7) 变 为 
УҮ-1„8ь+, 
其 中 二 = G, 1,…, 1 En EARR, 
ñ= (Hl) Y= SyF, 
剩余 平方 和 S => Y. 
在 五 真 时 (18)8(B) 一 般 应 接近 бы, 车 8a 一 8(B) KARE 
ЖН. ШОХУ 
{E+ 8н-—8(Ду_ >e}, 
Р 800 
8+ 808) 6.808) 
(8»—8(Д))/о* ЯЕ д, 808) E A НЕЕ УТ 
变量 , Æ H RN Sn/o* 是 自由 度 为 4 一 1 的 类 变量 , 所 以 在 
HRH, (S-S) 是 自由 度 为 @—1)—(#—р—1)= 
p Ë x” 变量 ,并 且 与 SC(B6)/o? 独立 ， 
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э=р-—%1‚5ня—5(#у _ S-S Ê) БВ) _ 
> sÊ op /on 一 pp 一 全 
是 第 一 自由 度 为 p 第 二 自由 度 为 % 一 p 一 1 的 下 变量 ， 给 定 
ЧЕ a РИ e= Fe(p, n 一 p 一 1) 即 可 .又 由 (238) 知 
S-S = Ый, 
最 后 得 到 的 检验 方法 是 ; 若 


n—p—l1 Bp 
P 85 
就 拒绝 Н, ЖА Н, 
【 例 3] AKUERE EA ВЕ УСК 可 能 与 
下 列 四 种 化 学 成 分 有 关 : 
wi，3CaO+AlsOs HRHD), 
те. 8080.80, 的 成 分 ( 哆 )， 
zs，4CaO，AlsOa*FesDs 的 成 分 (%)， 
а. 200.50, HRI (A). 
实际 测 得 13 组 数据 如 下 


СИ" (р, n—p—-1) 


ж 516 


11 68 9 12 113.3 
10 в 8 12 109.4 


一 847 一 


在 这 个 例 中 回归 模型 是 
Yi=Bot Bitat Grt t Bata Bsta t En 


f=1, 2, =, 13, (80) 


г1 


— 372.628 166.54 492.81 38.00 
— 200.00 — 3041.00 38.00 35362.00 


175.96 
> 292.05 
| 2292 | 


415.23 251.08 一 372.62 —290.00` 
руш] 201-08 2005.69 166.54 “| 


— 618.23 

一 2481.701 
6.092763 0.085736 0.092691 0.084504 
6.085736 0.087607 0.087917 0.085644 
0.002661 0.097917 0.095255 0.085441 |" 
0.084504 0.085644 0.086441 0.084076 


用 5.1 的 方法 总 可 以 求 晶 o Ва, Bo Bs，Bs ЕЛ Z R ih 
TF, 因而 得 到 回归 方程 

z=62.4052-4-1.5511z, + 0.51012s + 0.1019zs 

— 0.144132. (81) 
BIBLE K A AE L B Я ВЕТ Y Яа, аъ, za, ta ZEY 
线性 联系 。 如 果 V 和 ть, za, аз, za 之 间 没 有 线性 联系 ， № 
В,.= Bo 一 Bs В.=0, ЖИЙИ БИЯ (SOEI В НА 
意义 了 ， 因 此 ,在 求 出 回归 方程 (31) 后 需 权 检 验 统计 假设 
Ty. = = Bs= B =0, 
取信 和 度 a=0.05， 本 例 P=4, n= 13, # 所 分 布农 得 
oo5(4 8) =3.84, 
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n 
8-2 (一 分 ?一 2715.76， 


А 15 g 


= op А 


Pi 
= 


715.76 (775.06%1.5511+2292.95х0.5101 
—618.23 x 0. 1019+ 2481.70 x 0.1441) 


=47.86, 
因为 
п-р-1 8и-5(8) 8 2715.76—47.86 
p SB) 1 47.86 
=111.5>3.84, 


EHEM Ну, 不 能 认为 bo Bo б, б, 都 是 零 ， 所 以 回归 方 
程 (81) 有 意义 ， 下 面 考虑 有 些 变量 是 否 可 以 从 回归 方程 中 类 
B MADAGI) Â 的 绝对 值 比较 小 ,这 是 不 是 表示 相对 
说 来 zs MY 的 线性 联系 不 明显 因而 可 以 类 掉 呢 ? 为 此 我 们 


检验 统计 假设 
Ha 8-0, 


取信 度 a=0.05, Æ F ti R Fa, 8) =5.32, 由 于 
(п-р-)@ 8х (0.1019)? 
с (д) 0.095255 х 47.86 
应 当 接受 Н», 认为 Bs= 0、 现 在 应 当 考虑 回归 模型 
У, -- Во Ва г} Ba Buten $1, 2, =, 18, (82) 
ж (82) Вь В», В, 是 否 为 零 也 需要 检验 ， 用 类 似 的 方法 可 
以 得 到 B40 的 判断 ， 最 后 得 到 的 回归 方程 是 
y = 52.5TT3--1.4688z, + 0.662323, 


=0.018<5.32, 


яна 


1. Ува +, 8 М0, 03), 1-1, 2,7,8 独立 , 试 根据 
《zs 了,) 的 8 组 值 
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т, 23-41-08 8 15-28 4 一 2.3 


ш -41 92 27 —4.6 -2.1 171—174 53 


Жа, 上 8 的 最 小 二 乘 估计 , o 的 无 偏 估计 ， 
2. 对 回归 模 刺 (32) 检 验 H, 8,=0, 
3. Y,=Dsr Bima T Bate, i=l, 3, v 13, 
试用 表 5-16 的 数据 检验 
Q) Н P=0; (2) Hs; ñs=0. 
4 有 一 架 天 平 , 称 重 时 有 随机 误差 e, Ee =0, Ое=а?, 现 对 实 重 分 别 
Ж 8, Bs, бз, B4 的 4 个 东西 AL Ао, Аз, A o Ba В, б, Ж 
知 ), 按 下 述 办 法 称 量 4 次 ; 
FIR: А, Á Аз, А, НЕЕ, НО Yi; 
ЖЕК. А, «ЖЕНЩИН, КРАЕ, ЖЕ 
ВАЖНО Yo k=2, 3, 4 (如 夸 码 在 左 盘 中 ， 右 盘 硅 码 读数 为 负 )、 
得 
了 一同 十 Ba 十 Ra 十 房 十 ct， Y;=Bi+R;—Bs—Bi +e, 
Ya=Bı— Rat Ba- 8:6 У. =В:-В, —Вз+ Batea, 
RÈ Bo бо, Вэ, Bs 的 最 小 二 乘 估 计 及 其 方差 . 如 果 对 4, Аһ 
Аз, 4 分别 单 独 进 行 称 量 需要 称 量 多 少 次 才能 得 到 同样 精度 ( 方 
АНН 
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根据 实际 观测 到 的 随机 试验 的 结果 ， 对 有 关 事 性 的 概率 
或 随机 变量 的 分 布 律 、 数 字 特 征 做 出 估计 或 推测 是 数理 统计 
的 任务 之 一 . 

本 章 着 重 介绍 了 一 些 常用 的 统计 推断 方法 ， 对 未 知 参数 
的 点 估计 及 区 间 佑 计 ,对 未 知 参数 或 分 布 的 假设 检验 ,因子 斌 
验 中 的 方差 分 析 方法 及 线性 回归 分 析 方 法 ， 在 介绍 方法 的 过 
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程 中 讲 了 鉴定 估计 量 好 坏 的 准则 ， 假 设 检验 中 的 两 类 错误 及 
有 关 统 计量 分 布 的 重要 定理 ， 掌 气 这 些 内 容 可 以 对 上 述 统 计 
推断 方法 有 一 定 程度 的 理解 ， 

这 一 章 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 ， 从 统计 推断 方法 使 用 的 
概念 和 理论 依据 看 , 这 一 章 又 是 概率 论 的 一 个 系统 应 用 ， 学 
习 这 一 章 后 要 能 正确 使 用 这 些 方 法 ,正确 理解 这 些 方法 , 同时 
要 回 过 头 来 体会 前 儿 竟 中 讲 的 事件 ,概率 , RERE 
性 , 体会 研究 随机 变量 的 分 布 律 及 其 数字 特征 的 重要 性 . 
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第 一 章 

习题 一 3. 4c 3- 不 正确 , B. C 芯 不 相 容 -不 正确 , 4=BUC- 不 正 
щ,ВпПО©А-Е@, 4. АСА, i=0, 1, 2, 3, 4, 5, А, BYZ E 
ШЕЯ Жі, А, 4, 4, А, Ap А, BAMEDE. Б. 
G) “至 少将 一 次 没有 击 中 ” “前 两 次 没有 击 巾 ” “恰好 接连 击 中 两 
Ир № AAA +AA +AA, АКА ТА). 6. B= Art 
Adat Аа, Ba= [AAAs + А) + Ав (Аз А;Аз)]А:. 7. (1) АВС; 
(2) АВО; (3) АВС; (4) A+B+C; (Бу AB+BC+0A; (6) АВС 
+ЯВО + ABO; (Т) АВС+АВО+ АВС: (8) AB+BC+CA; (9) 
280; (10) АВО, 


352 1. +. 2. 2. 8. АБО. 4. Аһ./365% (n< 365 
BD: 0002365). 5. бус 6.0. Y Q H 


m+n 
一 列 20-3- DAN), Обаа ВР; (D 排 成 一 个 加 
E, Обаа В), 1/5006 80), 2/0- 0924, +6}, 8. 如 
理解 题 意 为 任 取 4 个， 任意 排 好 ， 则 绯 成 生 位 得 数 的 概率 为 1/90; 如 
更 组 意 为 任 取 4 个, ЕНЕН. ИДЯ 1-1. 9. ду» 
ФМ), биз. 10. (у-у, и. (D СОТ 


(D СОЛТ Ойду (3) быз mt/ CE h ute 


бя 3.12, 4 方 格 边 
zT 
长 不 大 于 1. 5. (1) 0.875; (2) 0.5966; (3) 0.25; (4) 0.75, 


习题 三 1.010. 2. (1- 


JEM 1. a+b, 0,1-6. 1-9-5, 8. P(AB)=r—9, P(ABY 
“+C bu 


习题 五 1. 0.926, 2. 0.645, 8. 0.52, 4. 1/126, 5. 25/69, 
28/69, 16:69, 6. 0.998, 0.664. 

习题 六 3. 设 三 个 事件 为 4, В, С, B(A+1CCO 可 得 222222, 在 
[0, 13 上 清 足 这 个 条 件 : ихт 2. 这 个 值 基 可 以 达到 的 ， 在 一 
个 质量 分 布 均匀 的 正四 面体 的 第 一 个 面 上 涂 红 、 黄 商 名 , 第 二 个 而 上 洲 
红 、 绿 两 色 , 第 三 个 面 .上 涂 黄 、 绿 开 色 ， 第 四 个 徊 上 涂 上 监 色 , 将 四 面体 任 


意 投 把 一 次 , 用 4 表示 “有 红色 询 首 地 ”，B 表示 “有 黄色 而 着 地 "0 表 


FAREMA, 则 А,В,С ПЕ 2, 两 两 独立 ,并且 4BC= 


# 4 Р(Ву=13, 

习题 七 1. (CD 0107; (0) 0.268; (3) 0.625, 8. (1) 0.612; 
(2) 0.997, 3. 1/3. 4 08%6, Б.С /ш"—, 1 
补充 题 1. 1/15, 2. 60/79 8. 3/8, 


(D т l Yom yf ян үч, 
4. 0 л ети =) (по) (теит) ; 
a pa L om үү Y _ 
вен) (qaa) з © ариз), 
5. 16/33. 8. (1) 0.504; (2) 0.432; (8) 0.087, Y. бтийот,., 
8. ОО DI (т+1-Б/А 9. GD 2/25, (2) 19/78, 
10. си. м. Зоб. 39. 0) П ФҸ 

ё ` 
@ ати" юм, .ON YN 
14. г-у (и-не, 45. РОВ =a/(a-+8— 
aß), РОЛ) = (8--а8)/ lath ap), 16. РОВ) =о/(1— 
208), РСС) = 801-898), 17. PPH) =5/14, P(ZJE)= 
5/14, РОН) 2/7, 
38. (2<&<6 =A,- An 


+= 4, ахас, 
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Е(ту= 


34 5<z=<6; 
Ш 6<s=<7; 
щ7<т<8; 
3 8<s=<9; 
4 9<x<10; 
4 10<z=<11; 


4 11<2<12; 
Щ т>12, 

4 20; 

当 0<zsl; 
4 1<2-=8; 
34 2<r=<3; 


ща>3, 


F,G)=1 


4. (0, F, Ру 是 一 个 概率 空间 , 38 £ Go) =o, 则 由 
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0) <s) == 


| 


ЕЕ 


О, 当 z>6 


当 z<2; 


щ42<=<3; 
щ3<г<4 


щ4<л<5; 
当 z>5, 


34 rel; 
34 1<т<2;, 
38 9-.<a<3; 


4 #>3, 


НЕ) <a) EF, ECo) 是 随机 变量 . 
0, Hesan 
1, ща>е, 
5. P(|ë|<1=FOG)-F(-1+0, PCE-2|<3)=F(6)-F(—-1 
+0), Р(2ё+1>5)=1-Р(+0), РСЕ) ECHO) Е 2), 
Рф <8)=F(2). 
习题 二 1. G) 1; D e-d; (8) 1, 
0 esi; 

2. F= > 

[ны 当 n<zsnjl, n=l, 9, ee, 
3. Р(6=2%)=1/2", а=1, 2, =, 4. ДЕ 0 分别 表示 甲 、 乙 投 得 
Хи APAR, P(£=k)=0.76x0.24-1, k=], 2, =, P(n=0) 
=0.4, P(n=k)=0.458x0.24t-1, k=l, 2, …。 ELH, Р(&—0) 
=0.6, P(E=k)=0,304x 0.247, F=], 2, =, PO 0.76х 
0.2481, k=], 2, =. 5. 1/0. 6. [AJ([z] 表 示 不 超过 % 的 最 大 
a, TE) 7. [рр]. 8. [(М+1)у(#+1)/0/+2)], 8. Ж 
少 装 103 只 (计算 装 101 Я, 102 只 , 103 只 时 有 100 只 合格 的 概率 )。 


"O б- 1 у ai 
ю. ўс.) (0-5) =1- Дн 00803, 


| 


二 
д. 0.5, 0.5,0.6, 2. 0.1056, 0.0401, 0.8543, 0.7338, 
0.39, zo=0, 13=0.48, 4. 0.87, 5. 8/27, 1/27, 6. 
0, ща<0 251, 
2, 当 0<z<1. 
т. G 4528, вы (D рб) ау ФТ 


TLaetg2, 8. G) c=4; (8) a2 ix0.8d (B) b=0. 90 


GD en (D 03 (3) е) 


0.807. 9. (1) А=Ю/9; (2) 0.0803; 
0, щ<0; 

8 ro- tossama, 当 z>0， 1. 15. 

эйт 1. F(b, 内 一 了 Ko y), F(a+9, у) = Fay), 1— Ра, ++) 

Ао, b+ FC, by, 


Flass 加 一 Tea t) [Flas 1) ECan bY] lelas bi) -Elan 
63) — Е, ba) Е (аа, ba) = Каз, Ш) + P (as, by). 


Ëy, ko, ka>0, kytka tka=3, 
oos 一 0.008， pao=0.027, фу=0.195, риз=0.086, рол =0.054, 
Риз= 0.06, роо = 0.15, рцв=0-185, рдо=0.9®5, pin =0.18, 


0 1 2 3 4 5 

а D EASRA, os 0.03 0.16 0.21 0.24 ов) 
о 1 2 3 

(о 0.26 0.25 ын} 
2 3 
2. s) 
21 21 
2 
КИ 


3 
5 


7 有 分 布 列 


(1—‹#)у(1—е7®), Br>0, у>0, 


0, rat жу 


4 5 
s s) 
26 2 26 26 
в. Q) 4-% (2) Fea] 


1-67, Ш=>0, jl 

B а) шлш, к=] “муе, 
27, Щх>0, 人 _ 
Фф Хаа a 


т. (1) 5/6; @) 1⁄2; (3) 7/72, G S7/237 
习题 五 1. (1) дй; © 不 独立 ， 2. (уйу; O Aj, 
ewt, щд>б,у>0; 


0, а 


з. ft, у) Ка) | 


Фа) С), Раб) СЫ), 4. 不 独立 。 
о та 

0.3 0.4 03) 

-5 -3 -1 1 3 ) 

0.15 0.2 0.3 0.2 0.157 


习题 六 1. важ ( 


Саяк ( 


í 2 3 
(3 од oa) 


1 аза у 


о 
е 
2. 《的 分 布 放 是 (0 3 0.18 0.38 0.12 0.08 


лүү, 


.12 0.08 
А 
КООГА 
1. rol 02-69): 当 “s< 
° KE. 
2 з 
8. но зуя" г "7, Ш т>б; 
0, 250. 
0, <ü Б], 
10. pe)= г 12. 独立 
?0 | уг, 20, 独立 
м. а) 对 任何 自然 数 为 b 


0, 当 %<L 对 ， 
РФ =k, Е a-g) 4 k=1BF, 
кф, 35 k>lB$; 
(2) Рф =) =op ара, k=l, 2 os 


0, вым, 
_ l- __, ЩЕ, 
@) рв) Ж-а D Ер 
з 
T HIER, 


Ат, 
BI Tp 
补充 题 
0， 当 s<0 R 2215 
ш [a adi, ЕТЕ 
0, шта 时， 


8. F,(z)= | ë 
1, 


ү, 当 a<z<b 时 ， 


Ta! 
чер; 
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паа) 


0, щоежа тень, 
(=) 
Pas Е Haced Bb; 


ъа 
1, 当 5<z 时 ; 
0, яса т>, 
PaCS) I 


0, шиза, 
о-у, маха, 


BDT, масасы, 


9. (т, т) Ят) 


и, лы - 
pe, 9-1 Фау VTO Ма<е<чи<ь, 
0, EÈ. 


10. +» 的 分 布 密度 是 
0, Ма 2а, H r>2bBF, 


жуса 
p(z)= оа 当 26<z<a+8 时 ， 
nE п-т 


аа, 当 a+D<z<2b 时 。 


第 三 章 


习题 一 1. Бё-2, Е|& 3-58, @. Её, Е@—22+8%, 3. Eé 


оа 2 
=, Be. 4. E= 37. 5. к#ё-ү+? Нал. 设 
= 


GERENA, ВИАН, ДЕЕ = E. 和 还 有 什么 关 
Ж 6. Aat). 8. канви), E-a) =0; EAR 
RE, E-a 13 Dos, 


IA 2 Q) n=b n=0, (D нев n, r=12/n, 


а. 

习题 = & @-ay/12, 22e, 8. (3 а. а. рее 
ав 

0’, Dy=o}, Я. Её=е 5, ЮЕ ее 1), 
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习题 四 1, би, тА (на, ma, по?, mo? A 的 二 维 正 态 
分 布 ， 4. ссу(ё, т) =0, 
习题 五 1. 


=Å, m=, 7. Q) к=з (а) D£=1; (3) 5/8; (4) 5/16. 


补充 是 1. GD Раз pA- Fë=rg/p, DE=rg/p. 2. 9. 
B. Ept=nn~1)(a-2 p+ 3n(a—1)p tnp, Ерин) 
x (n= Зри би (я —1) np +Tn( nlp пр. 


ч b b 
4 G) EnH, Ере, 


жау _, 
аи! 
Б, БЕ=(2л+1)/3, Dë=(n+2)(n—1)/9, 6. SRH N, M, n BJ 


超 几何 分 部 数学 期 记 是 mnM/N заа (1 


Gi) Du=Dh= Gii) 2(Ь-ау%/(»+1)(%-++3)у, 


第 五 ж 
习题 一 4 ER п—кМ(а-—Ь, 01-08), i=l, 2, ‚п, 
5. EZ Deiana). 


4. 8-3 max {2} + min 141, 


5. б-а 5з, 

6. Bé= пах (1/2, DE= (max {Иа 
n+l ч 

z DE max е) ар (а) ша (a), 


8. [3h max tet шва)“. 


9. x, 


+ 
=—— k 
EHI? 


Ре BEL -b< (5-7 I+ 
11. К@-й-\ <а—Ь< (ш D+: = 


- 869 一 


аай |р, Соате НА, p... (7) 是 自由 度 为 m1 的 
分布 的 分 布 密度 ， 人 2 中， 8.49) 
习题 三 2、(1) Кн Зы, еш 


| Вила (2) =0.06 
确定 , paqa: (z) 是 自由 虚 为 2n 的 д УЖИНЕ 
@ жакы |> а>, сш 
[осаго 
确定 , pana z) НН 2» 的 x° 分 布 的 分 布 密度 . 
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HE l 


38 ЖЖ 


ол 9.2 0.8 од 9.5 0.6 

0 | 0.9ud837 | 0.318731 | 0.740319 | 0.670320 | 0. 0.548818 
1 | 0.090484 | 0.133746 | 0.222245 | 0.208128 | 0 0.329287 
2 | 0.004524 | 0.010875 | 0.083837 | 0.058626 | 0.075816 | 0.098785 
з | 9.00u151 | 0.001691 1 0.003834 | 0. 0.012686 | 0.019757 
а | 0.000004 | 0.000055 | 0.000250 | 0. 0.001580 | 0.002964 
5 0.000002 | 0.000015 | 0. 0.p0u158 | 0.000856 
6 0.000001 | 0. 0.009013 | 0.000085 
7 0.000001 | 6.040008 

0,7 0.8 0,9 1.9 2.0 8.0 

о | 0.496555 | 0.449329 | 0.406570 | 0.367879  _. 0.049787 
1 | 0.37610 | o.359463 | 0.365913 | 0.367879 ' 0.270671 | 0.199361 
2 | 0.121663 | 9.143785 | 0.164661 | 0.183940 | 0.27C671 | 0.224042 
3 | 0.028388 | 0.038343 | 0.049393 | 0.061313 | 0.186447 | 0.224042 
4 | 0.004968 | 0.007669 | 0.011215 | 0.015828 | 0.090224 | 9.158081 
5 | 0.000695 | 0.001227 | 0.002001 | 0.003066 | 0.086089 | 9.100819 
6 | 3.090031 | 0.000164 | 0.000300 | 0 0.012030 | 0.050409 
т | 0.0000.8 | 0.000019 | 0.000089 | 0 0.003437 | 0.021604 
8 0.000002 | 0.000004 | 0 0.000859 | 0.008101 
9 0.000191 | 0.602701 
10 0.002038 | 0.000810 
и 0.000007 | 0.000291 
12 0.000001 | 0.000055 
13 0.000013 
14 0.000003 


КЕ] 


.160623 
‚1606283 
2181617 
2108258 
.068838 
.041303 
.022529 
2011962 
.005199 
.002228 
.000891 
„000334 
,000118 
.000039 
.000012 
.000004 


сосооороооосоосооооооо 


i 


0.000912 
0.005388 
0.022341 
0.052129 
0,091226 
0.127717 
0.149008 
0.149003 
0.130377 
0.101405 
6.070988 
0.045171 
9.026350 
0.014185 
0.007084 
0.008311 
0.001448 
0.000596 
0.000232 
0.000085 
0.000050 
0.0000-0 
0.000003 
0.000001 


.000 
„002684 
.010735 
.С28626 
C057252 
‚091604 
‚122138 
189587 
‚189587 
124077 
‚099262 
‚072190 
‚048127 
‚929616 
‚016924 
„009026 
„004518 
‚002124 
.000944 
.000397 
.000159 
.000061 
.000022 
.000008 
.000003 
0.000001 


Docoocoocccococcoooccccccoococe 


№2 标准 正 态 分 布 


G о ‚006758 
1 ° 0.033690 
2 о 0.081221 
3 0. 0. 
4 о o 
5 0.156293 | 0 
6 0.104194 | 0.140223 
了 0.059540 | 0.104445 
8 0.029770 | 0.055278 
9 0.0 0.036266 
10 0. 0.015133 
11 о, 9.008242 
12 0. 9.003434 
13 0.000197 | 0.001221 
14 0.000055 | 0.000472 
15 0.000015 | 0.000157 
16 0.005004 | 0.000049 
17 0.000001 | 0.600014 
18 0.000004 
19 0.000001 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
本 表 给 出 了 
1 
DO) s 
的 数值， 
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‚000128 
00111 
‚001998 
‚014994 
‚053737 
‚060727 
‚091090 
. 117115 
.131756 
‚181756 
. 113580 
.097020 
. 072765 
. 050876 
. 032384 
‚019431 
‚010930 
‚005786 
.042898 
„001370 
000617 
000264 
1000108 
.000042 
.000016 
0.000006 
0.000002 
9.000001 


соосооосооороорооросророоор 


01 


-03 


лб 


ыьюююыююьююыыныыынынрнооооооооо э 


0.50000 
23953 
57926 
61781 
65542 
69146 
12515 
75804 
T8814 
81594 
84134 
86433 
88498 
90320 
91924 
93819 
34520 
95543 
96407 
97128 
97725 
98214 
98610 
98928 
99180 
39379 
99534 
99653 
99744 
99813 


508399 
54880 
58317 

2172 
65: 
69497 
19907 
16115 
79103 
31859 
84375 
36650 
88636 
90490 
92078 
98448 
94630 
95637 
96485 
97193 
97778 
98257 
98645 
98956 
99202 
99396 
99547 
99664 
99752 
99319 


50798 
54776 
58706 
62555] 
66276 
60817 
73237 
76424 
79859 
82121 
84614 
86864 
88877 
90658 
92220 
936574 
94788 
95728 
96562 
97257 
97831 
98300 
98679 
93983 
99224 
99413 
99560 
99674 
99760 
99825 


51197 


55172 | 5 


59095 
62930 
66640 
70194 
73565 
76130 
79673 
82381 
84850 
87076 
89065 
90824 
92364 
93699 | 
94845 
95818 
96528 
97320 
97882 
98341 
98713 
99010 
99245 
99430 
99573 
99683 
99767 
99831 


59483 
63807 
67003 
70540 
73891 
17035 
79955 
82639 
85083 
87286 
89251 
90588 
92507 
93822 
94950 
95907 
96712 
97381 
97932 
98882 
98745 
99036 
99266 
99446 
99585 
96693 
99774 
99836 


80234 
82894 
85314 
87493 
89435 
91149 
92647 
93943 
95053 
95994 
96784 
97441 
97932 
98422 
98778 
99061 
99286 
99461 
99598 
99702 
99781 
99841 


32392 
56356, 
60257 
84058 
67724 
T1226 
74537 
77631 
80511 
88147 
85543 
87698 
89617 
91309 
92786 
94062 
98154 
96080 
96856 
91500 
98030 
98461 
98809 
99086 
99305 
99477 
99609 
99711 
99788 
99846 


59790 
56749 
60642 
64431 
68n82 
71566 
74857 
77935 
80785 
33398 
85769 
87900 
89796 
91466 
92922 
94179 
95254 
96164 
96926 
97558 
98077 
98500 
93840 
99111 
99324 
99492 
99621 
99720 
99795 
99851 


3188 
57143 
61026 
64808 
68439 
人 904 
75175 
78230 
81057 
83646 
85998 
88100 
89973 
91621 
93056 
94295 
95352 
96245 
96995 
97615 
98124 
98537 
98870 
99134 
99343 
99506 
99632 
99728 
99801 
99856 


90147 
91774 
93189 
94408. 
95449 
96327 
97062 
97670, 
98169 
88574 
98899 
99158 
99361 
99520 
99643 
99736 
99807 
99861 


9- 


98977 


99984 


99989 


#3 2 分 Ж 


Жент 
Р (>) =—— 
Г 


0.05 | 0.08 | 0.01 10.0101 


6.64 | 10,83 
9.21| 13.82 
16.27 


HR 4 £ 分布 
本 表 给 出 了 满足 
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